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Motivation

* Kurzeste Wege

* Wie besucht man Orte mit der kurzest moglichen Rundreise”

» Was ist der klrzeste Weg von Freiburg nach Bremen”

» \Was ist der schnellste Weg von Freiburg nach Bremen?

- Zuordnungsprobleme: Wie teilt man 350 Studierende so in Zwelergruppen auf, dass
Gruppenmitglieder miteinander auskommen und im gleichen Tutorium sind?

* Flussprobleme: \Welche Wassermenge kann eine Kanalisation hochstens verkraften®

* Planungsprobleme: \Wann kann ein Projekt am fruhesten beendet werden, wenn alle Tatigkeiten in der
richtigen Reihenfolge ausgefuhrt werden”
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Motivation: Beispiel Preeel \ 51\?/2;%\5—’»\\

» Eulerweg (Euler, 1736): \Wie muss ein
Rundweg durch Konigsberg aussehen, auf dem jede Brucke uber den Pregel
genau einmal uberquert wird und der am Ausgangspunkt endet?

» Ansatz: Reprasentiere die Stadtteile durch Knoten

» Reprasentiere Brucken durch Kanten, die die Knoten verbinden

» Losung: Es gibt keinen solchen Rundweg! c
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» Der Grad aller Knoten musste gerade sein
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Gerichteter Graph

» Ein gerichteter Graph G = (V, E) (Digraph) besteht aus Menge V = {1,2,3..., |V|}
von Knoten (vertices) und Menge E C V x V von Pfeilen/Kanten (edges, arcs)

Garten
anlecgen
Einzichen

Dachsluhl Dach s -
herstellen decken

» Ein Paar (v, v‘) = e € E hell3t Pfeill von v nach v

Putz

* v Ist der Anfangsknoten und v* der Endknoten von e anbringen

Winde mauem
| -

* v und Vv heil3en adjazent

* v und v* sind mit e inzident, e ist iInzident mit v und v  Incnausbau

fertigsiclien Mdablieren

* Da E eine Menge ist, gibt es keine parallelen Ptelle
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Begriffe

- Eingangsgrad eines Knotens (indegree)

- Anzahl der einmundenden Ptelle
- indeg(v) = | {v‘]| (v',v) e E}|

» Ausgangsgrad eines Knotens (outdegree)
* Anzahl der ausgehenden Pfelle
 outdeg(v) = | { v*| (v, v) € E }|

 Teilgraph: G* = (V¢, Ef), geschrieben G* € G, falls Vf Cc Vund Ef C E
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Begriffe

- Weg von v nach v* (path): Eine Folge von Knoten (vo, V1, ..., Vk) € V mit
Vo=V, vk = v und (vi, vi+1) e E, 1 =0 ... k-1

» k ist die Lange des \Wegs

 Ein Weg hell3t einfach, wenn kein Knoten mehrfach besucht wird

* EIn Weg Ist ein Tellgraph

- Zyklus: Ein Weg, der am Ausgangsknoten endet

 Ein Digraph ohne Zyklus heil3t zyklenfrei (azyklisch)

» Ungerichteter Graph: FUr jeden Pfell (v, v) gibt es einen weiteren (v¢, v)
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Reprasentation: Adjazenzmatrix

» Ein Graph G = (V, E) wird in einer Booleschen |V| x |V|-Matrix AG = (aijj) mit
1<i<|V]|,1=j=|V|gespeichert, 3

o ? ¢
| 0 falls(i,)) € E
vvobelalj= o

1 falls(i,]) € E . |

I 2 3 4 S 6 7 8 9 o . re / oY
1[0 1 1 0 0 0 1 0 0O
210 0 0 0 0 0 0 0 O
310 0 O 0 0 0 0 0 0 6
410 0 0 0 0 1 0 0 0 3
500 0 01 0 0 0 0 O O -$
61 0 0 0O 1 1 0 0 0O
710 0 0 O 1 0 O O O
8§10 0 0 0O 0 0 0 0 0O
°o1l0 0 0 0 0 0 0 1 0
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Adjazenzmatrix: Beispiel

boolean adjacent(final int i, final int |)

class AdjMatrix {
{ return alil(jl;

private final boolean[ ][] a; j

AdiMatrix(final int nodes) void addEdge(final int i, final int j)

{ {
a = new boolean|nodes||nodes]; alillj] = true;
| j
j
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Reprasentation: Adjazenzlisten 2 1] L L
» Alle Knoten stehen in einem Array 6
- O
» Jeder Knoten enthalt Liste adjazenter Knotenindizes
1 2 3 4 5 7 8 9
 Aufwand EREREE 1T !
NN
4 5 8

+ Platz: O(|V| + |E|)

* Effizient: Ptelle eines Knotens aufzahlen

» Ineffizient: Hinzutugen und Entfernen
von Knoten

» [~ «—— 1o ~] «—— o (S +—— o

. —_ — o N .— 0 N\ |—]—e o))
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LUJ AdjList(final int nodes)

{
Adjazenzlisten: Beispiel a = new Edge[nodes];
]

class AdjList
{ boolean adjacent(final int I, final int )

orivate static class {
{ —dge e = al];
final int target; for (; e I= null && e.target |=|; e = e.next);

final Edge next; return e = null;

}

—dge(final int target, final

void addEdge(final int i, final int ))

nis.target = target; {
this.next = next; if (fadjacent(i, J)) {
all] = new Edge(, ali]);

private final
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Reprasentation: Doppelt verkettete Pfeilliste U Y B

- Knoten werden In einer doppelt verketteten Liste gespeichert G\*‘S
4

1 2 3 4 S

> o

» Jeder Knoten enthalt
eine doppelt verkettete
Pfellliste (DCAL: double

connected arc list)

» Jeder Eintrag der DCAL
zelgt auf einen
benachbarten Knoten
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LUJ sremen class AdjLinkedList extends LinkedList<AdjLinkedList.Node>
{

_ S static class Noade
DCAL: Beispiel {

private final List<Node> edges = new

boolean adjacent(final Node node)

{
}

return edges.contains(node);

void addEdge(final Node node)
{
if (ladjacent(node)) {
edges.add(node);
}
j

}
}
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Klrzeste Wege: Definitionen

» Bewerteter Graph

» Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit einer reellwertigen Bewertungsfunktion
c:E—R

* Entsprechend heil3t ein Digraph mit Bewertungsfunktion bewerteter Digraph

 FUr eine Kante e € E heil3t c(e) Bewertung (Lange, Gewicht, Kosten) der
Kante e

» Distanzgraph: Lange keiner Kante negativ, also ¢ : E = Ro+
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Klrzeste Wege: Definitionen
» Wege

 Lange ¢(G) des Graphen G ist Summe der Lange aller Kanten

k—1
- Lange eines Wegs p = (vo, V1, ..., Vk) ISt somit die Summe Z C((Vl-, Vi+1))
=0

* Die Distanz d von einem Knoten v zu einem anderen Knoten v* st
d(v, v¢) = min{ c(p) | p ist Weg von v nach v }

» Kurzester Weg: \Weg p zwischen v und v¢, wenn c(p) = d(v, v‘)
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Kurzeste Wege In Distanzgraphen

» Man findet den kurzesten Weg, indem man, beginnend mit dem Startknoten,
immer langere Wege konstruiert, und zwar in der Reihenfolge ihrer Lange

» Optimalitatsprinzip: Wenn p = (vo, V1, ..., Vk) kKUrzester Weg von vo nach vk ist,
dann ist jeder Tellweg p = (vi, ..., Vj), 0 <1< j < k auch
ein kurzester Weg

» FUr alle kurzesten Wege sp(s, v) und Kanten
(v, v°) qilt: c(sp(s, v)) + c((v, v’)) = c(sp(s, V')

» FUr mindestens einen kurzesten Weg sp(s, v) und eine
Kante (v, v‘) qilt: e(sp(s, v)) + c((v, v‘)) = c(sp(s, V')
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Algorithmus von Dijkstra (1959)

 Jeder Knoten gehort zu einer von drei Klassen

» Gewahlte Knoten: Kurzester Weg vom Anfangsknoten s bereits bekannt

* Randknoten: Ein Weg von s bereits bekannt (von gewahlten Knoten Uber eine Kante erreichbar)

* Unerreichte Knoten: Kein Weg von s bekannt

* Pro Knoten v merken

gewahlte
Knoten

* Bisherige Entfernung zu s Randknolen

» Vorganger von v auf bisher kirzestem Weg unerreichie Knoten

- Zusatzlich: Eine Menge speichert die Randknoten
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Algorithmus von Dijkstra (1959) s~

gewihlte

Knoten Randknoten

unerreichle Knoten

Die Entfernung von s ist 0, von allen anderen Knoten oo
R < s}

Solange R = &
Entnimm v € R mit kleinster v.entfernung “rgénze Rand R bei v
Frganze Rand R bei v Fur alle (v, v¥) € E

Falls v.entfernung + c((v, v‘)) < v‘.entfernung
vi.vorganger <— Vv

v'.entfernung < v.entfernung + c((v, v‘))
~uge v in den Rand R ein
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Dijkstra: Verwaltung des Rands

 Aufwand: |E| - O(Rand erweitern) + |V| - O(Minimum entnehmen) (+ Initialisierung der Entfernung |V|)

* Implizite Speicherung: Rand in Knotenmenge (Zusatzliche Markierung gewahlt pro Knoten)

* Minimum entnehmen (wahlen): Minimum aus allen bisher nicht gewahlten Knoten

» Aufwand: |E| - O(1) + |[V] - O(|V]) = O(|E| + |[V|?) = O(|V]?)

» Lohnt sich, wenn Graph dicht mit Kanten lbesetzt ist

 Explizite Speicherung:

Balancierter Suchbaum (Ordnung nach

—ntfernung vom Start und Knoten)

» Aufwand: |E| - O(log |[V|) + |[V] - O(log |V|) = O((|[E| + |V|) log |V]) = O(|E| log |V|)

» Lohnt sich, wenn Graph dunn besetzt mit Kanten ist
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Minimale aufspannende Baume (MST)

» Minimal aufspannender Baum eines Graphen G
ist aufspannender Baum von G von minimaler

E' <
solange noch nicht fertig
Wahle geeignete Kante e € E

E‘'<— Ef u {e}
- Ein Schnitt in einem Graphen zerlegt die Knoten- rf\
menge V in zwel Untermengen Sund S* =V =S (f\--c-'-- -

« Kante kreuzt Schnitt, wenn sie mit Knoten aus S
und S* inzident ist

» Auswanhlprozess: Kanten sind entweder gewanhlt,
verworfen oder unentschieden
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Algorithmus von Jarnik, Prim, Dijkstra
» /U Jedem Zeitpunkt gibt es nur genau einen gewanlten Baum

» ZU Beginn bestent dieser nur aus dem Startknoten s

» Spater bilden ihn alle gewahlten Kanten und deren inzidente Knoten

» Algorithmus

» \WWahle einen beliebigen Startknoten s

 Wahle (|[V| - 1)-mal eine Kante mit minimaler Lange,
fur die genau ein Endknoten zum gewahlten Baum gehort
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Algorithmus von Jarnik, Prim, Dijkstra: Beispiel

gewahlter Baum gewahlte Kante
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Algorithmus von Kruskal é[goritgmusr MST(V, E) = (V, EY)

Sortiere E nach aufsteigender Lange
makeSet(v) fUr alleve V

» Formulierung als Union-Find-

Problem | " _ _
Aufsteigend fur alle (v, w) € E, find(v) = find(w)

union(v, w)

» Anfangs ist jeder Knoten des E‘< E*U{ (v, w)}

Graphen ein gewahlter Baum

» Auswahlschritt fur jede Kante e Iin aufsteigender
Reihenfolge der Kantenlange

 [Falls e beide Endknoten Im selben Baum hat,
verwirf e, sonst vereinige Baume und wahle e
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Beispiel: Algorithmus von Kruskal

gewahlic Baume betrachtete Kante
2 | 6 5 3 4 | 2
o ° . . ] . > ———» gewiihlt
2 | | 6
*~—— —  » gcwéihlt
2 1 6 > 6 |
. ® ® ) verworten
3 5 )
~——o gewihlt
I 5 3 5 6
~——» o gcwéihlt
2 | 6 5 3 2 3 ,
° * * * ® *———o verworicen
5 | 5
~—» verworlen
3 4
— o gcwﬁhlt
2 | 6 S 3 4
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Zusammenfassung der Konzepte
 Gerichteter und ungerichteter Graph
» Eingangsgrad und Ausgangsgrad

» Weg und Zyklus

» Adjazenzmatrix, Adjazenzliste, DCAL

» Kurzester Weg

- Minimal aufspannender Baum
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Ubungsblatt 6

» Aufgabe 1: Minimal aufspannenden Baum bestimmen
» Aufgabe 2

» Open-Street-Map-Karte einlesen und zeichnen

» Dichtesten Knoten suchen

» Klrzesten Weg von Start zu Ziel

» Bonusaufgabe
» Kostenfaktoren pro Kante

» A* statt Dijkstra
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Ubungsblatt 6

Abgabe: 09.07.2023

Aufgabe 1 Spannende Vernetzung (20 %)

In einer Stadt sind Kreuzungen (Knoten) durch Strafen (Kanten) verbunden. Jede Strafe hat
eine bestimmte Léange. Es soll nun ein Stromnetz aufgebaut werden, das alle Kreuzungspunkte mit
Strom versorgt. Leitungen diirfen nur unter schon bestehenden Strafen verlegt werden, da das
Aufreiffen von Strafen, das Verlegen von Leitungen darunter, das anschliefende Zubetonieren
und die Leitungen selbst teuer sind. Es stellt sich die Frage, wie alle Kreuzungen durch ein
moglichst kurzes, d.h. minimales Netz verbunden werden kénnen.

Ermittelt den minimalen aufspannenden Baum aus dem Strafennetz mit dem Algorithmus von
Jarnik, Prim und Dijkstra von Hand und erklart schrittweise, wie ihr zu eurem Ergebnis gekom-
men seid.

Aufgabe 2 Sommer, Sonne, Routenplaner

Jede Reisende, die etwas auf sich hélt, benutzt einen Routenplaner. Da Studierende bekannter-
mafsen nicht so viel Geld haben, miissen sie sich ihren selbst programmieren, und nutzen dazu
natiirlich gleich das, was sie gerade in der Vorlesung gehort haben, ndmlich den Algorithmus von
Dijkstra. Fehlen nur noch die Daten. Das Projekt Open Street Map bietet diese gratis an. Fiir die
lokale Umgebung der Uni wurden diese Daten schon in Form der Dateien nodes.txt und edges.tzt
aufbereitet. Eine Datei readme.txt liegt auch dabei.

Generell diirft ihr in dieser Aufgabe Klassen aus der Laufzeitbibliothek verwenden. Achtet bei
Sammlungen auf die Aufwandsklassen der Datenstrukturen.

Aufgabe 2.1 Karte aufbauen (30 %)

Erweitert die bereitgestellte Klasse Map so, dass ihr Konstruktor die beiden Dateien nodes.txt
und edges.tzt einliest und daraus einen Graphen konstruiert. Nutzt hierzu die ebenfalls bereitge-




