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Der Satz von Rabin und Scott

Satz von Rabin und Scott

Zu jedem NEA kann ein dquivalenter DEA konstruiert werden.

Beweis:
e Sei A(Q,X,qgs, A, F) ein NEA.
o Definiere A’ = (29,%,{qs}, 0, F') mit:
» §(P,a) = pLeJP{q | (p,a,q) € A} fiir alle Pe2? und ae X
» F'={Pe2? | PnF g}
Beispiel: Tafel
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Der Satz von Rabin und Scott

o Hilfsaussage: g € 3({qs}, w) < gs :W>A q.
@ Beweis per Induktion iiber |w|:
> Induktionsanfang: |w| =0
ged({g:},e) = qefa} < g=qg < gG=—aqV

> Induktionsannahme: Die Hilfsaussage gilt fiir alle w € £* mit |w| < n.
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Der Satz von Rabin und Scott

o Hilfsaussage: g € 3({qs}, w) < gs == .q.

» Induktionsschritt: |w|=n+1
Seiw=vuamitueX” |u/=nundaeX. Esgilt:
S({atua) = 6(5({ai} u).a) (Def. §)

U {al(p,aq)eA} (Def o)
ped({as},u)

= U {gl(pageny ()

u
qs=—= AP

= {qlg:=>4q) (Def. Lauf)
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Beweis des Satzes von Rabin und Scott

Wir zeigen nun L(A) = L(A"):

IgeF:qs=>4q (Def. L(A))

wel(Ad) <
< 3dgeF:qgeb({gs},w) (Hilfsaussage)
& (e} w)nF+a
o 5({gs},w)eF' (Def. F")
< wel(A).
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Endliche Automaten mit Wortiibergangen

@ Ein NEA mit Wortiibergingen hat die Form A= (Q, X, gs, A, F), wobei
Q,X,qs, F wie beim NEA definiert sind und A ¢ Q x ¥* x Q eine endliche
Menge von Wortiibergdngen ist.

@ Ein e-NEA ist ein NEA mit Wortiibergingen der Form (q,¢,¢") und (q,a,q")
mit aeX.

aa bb
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Beispiel

aa bb

_>

o Laufe, Laufbeschriftungen und erkannte Sprache werden entsprechend wie fiir
NEAs definiert.

@ Zum Beispiel hat der Lauf

aa € bb
do—Aq1—AQ —AQq3

des Automaten die Beschriftung aa- ¢ - bb = aabb.
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Aquivalenz der Modelle

Satz

Zu jedem NEA mit Wortiibergdngen kann ein dquivalenter e-NEA konstruiert
werden.

aa bb

_>

wird iiberfiihrt in einen dquivalenten e-NEA:
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Aquivalenz der Modelle

Satz

Zu jedem e-NEA kann ein dquivalenter NEA konstruiert werden.

Beweis:

® Sei A=(Q,X,qs,A, F) ein e-NEA.
o Definiere A" = (Q, X%, gs, A’, F'), wobei

> A'::{(p,a,q)eQxeQ| p:a>Aq}

= Fu{gs} falls qs =4 gr fiir ein gr € F
' F sonst

o [(A)=L(A") siehe Skript.
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Beispiel
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Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen

Abschlusseigenschaften regulérer Sprachen

Sind Ly und L, regular, so sind auch die folgenden Sprachen regular.
o [; ULy (Vereinigung)
oLy (Komplement)
e [ynly (Schnitt)
o Li-Lr
o L (

Konkatenation)
Kleene-Stern)

Beweis.
o Seien A; = (Q;, X, gsi, A, F;) zwei NEAs fiir L; (i =1,2).
e O.B.d. A gelte Q1n @ =2.
o Ziel: Konstruiere NEAs fiir Ly U Ly, Ly, Lin Lo, Ly - Loy, L7
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Abschluss unter Vereinigung

Wir zeigen: Sind Ly und L, reguldr, so ist auch Ly u L; regular:

@ Der folgende e-NEA erkennt Ly U Ly:
A= (QuQu{gs}, X, g5, A, FUF,), wobei

> gs ¢ Q1 U Q2 und
> A= A1uA20{(gs,€,951), (g5, Gs2) }-

o «-NEA ~ NEA v
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Abschluss unter Komplement

Wir zeigen: ist L1 regular, so ist auch Ly regulir:
e Einen DEA fiir L; erhalten wir wie folgt:

@ Potenzmengenkonstruktion:
A; — dquivalenter DEA A= (Q, %, gs, 4, F).

o DEA fiir Ly:
A:=(Q.%,q5,6,Q F).
o Es gilt:
wel, < wél(A)
< ',/\V¢ L(A)
< 4(gs,w) ¢ F
< 3(q5,w)€Q\F
= wel(A).
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Abschluss unter Schnitt

Wir zeigen: sind Ly und L, reguldr, so ist auch Ly n L regular:

@ Der folgende NEA erkennt L; n Ly (Produktautomat):
AZ: (Ql X Q27Z7 (qsl; qs2)7A7 F]. X FZ)

A= {((q17q2)7a7 (q17q§)) | (ql)a)qj,l) € A1 und (CIZ,Q,QQ) € AZ}

o Ein Ubergang in A ist also genau dann méglich, wenn der entsprechende
Ubergang in A; und A moglich ist.
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Abschluss unter Schnitt

a, b
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Abschluss unter Schnitt

@ Beweis, dass L(A) = L1 nL;.

> Sei w = a1---a,. Dann ist w € L(A) < es gibt einen Lauf

(91,0, 92.0) >4 (q1.1,42.1)*(G1,n-1, G2in-1) —=>4 (G, G2,n)

mit (q1,0,42,0) = (gs1,9s2) und (qa,n, G2,n) € F1 x Fa.
» Nach Konstruktion von A ist das der Fall < fiir jedes i € {1,2}

ay an
qi0 —A; Gi1Qin-1 —>A; Gin
ein Lauf ist mit gi0 = qoi und gi,n € Fi.

» Solche Laufe existieren < w e L1 N L.
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Abschluss unter Konkatenation

Wir zeigen: sind Ly und L, reguldr, so ist auch Ly - L, regular:

@ Der folgende e-NEA erkennt Lj - Ly:

A:: (QIUQz,ZMJsl,A, FZ), wobei
A:=A10NU{(qr,2,952) | g€ F1}
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Abschluss unter Kleene Stern
Wir zeigen: ist L; reguldr, so ist auch L] regulr:

o Der folgende e-NEA erkennt L}:

A= (Ql U {qs}azaQSaAv{qs})v wobei gs ¢ Q1 und
A= A10{(gr,e,q5) | qr € F1} U{(gs,€,951) }

3
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Grole der konstruierten Automaten

o Die Automaten fiir Ly U Ly, L1 n Ly, Ly - Ly und LY sind polynomiell in der
GroRe der Automaten fiir Ly, L.

» Z.B. fir Liu Ly |Q| =|Q1] +|Q2| + 1 (linear).
» Z.B. fiir L1 nL2: |Q| = |Q1] - |Q2| (quadratisch).

@ Beim Komplement kann die Konstruktion exponentiell sein, wenn wir mit
einem NEA starten.

» Potenzmengenkonstruktion: |Q| = 2!/,
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