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Minimale DEAs

o Ziel: zu gegebenem DEA einen dquivalenten DEA mit minimaler
Zustandszahl konstruieren.

@ Zwei Schritte:
» Eliminieren von Zustinden die nicht erreichbar sind.

» Zusammenfassen dquivalenter Zustinde.
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Minimale DEAs

@ Ein Zustand p eines DEA A=(Q,X,qs,0, F) heilt erreichbar, falls es ein
Wort w € * gibt mit 6(gs, w) = p.

o Fiir die erkannte Sprache sind nur Zustdnde wichtig, die von gs erreichbar
sind.

@ Durch Weglassen aller anderen Zustande erhalten wir einen dquivalenten
Automaten: Ag = (Qo, X, Qo, do, Fo) mit

» Qo={qe Q] qist erreichbar}
» J0:QxX > Q:(q,a)~d(q,a) (80 wie §, aber eingeschrankt auf Qo)
» Fo=FnQo
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Aquivalenz von Zustdnden

@ Essei A=(Q,X,qs,9,F) ein DEA.
o Fiir ge Q sei Ay =(Q,%,q,d, F) der Automat mit Startzustand g

@ Zwei Zustinde q,q’ € Q heiBen A-3quivalent (g ~4 ¢') wenn

L(Aq) = L(Aq’)-

o Beispiel:

® gs~a G2, da L(Ag,) = b*a" = L(Ag,).
® gstaqi, dabel(Ag) N L(Ag).
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Aquivalenz von Zustdnden

@ Lemma
1) ~4 ist eine Aquivalenzrelation auf Q.

2) ~4 ist vertriglich mit der Ubergangsfunktion, d. h.

g~aq =>VaeX:5(q,a)~a6(q,a)

Beweis.

1) ist klar, da die Relation ,,=" reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
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Aquivalenz von Zustdnden

2) (g~aq = Vaekx:d(q,a) ~a0(q,a)):

gead = L(Ag)=L(Ay)
VweX*:8(qg,w)eF <b(q,w)eF

o
= VaeX VveX*:§(q,av)eF<4(q,av)eF

= VYaeX VveX*:§(d(q,a),v)eF < 6(5(q,a),v)eF
< Vaek: L(.A(;(q,a)) = L(A(g(q,@))

< VYaeX:0(q,a)~40(q,a).
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Berechnung der Aquivalenzrelation

Die Relation ~4 kann wie folgt berechnet werden.

@ Definiere eine Folge von Relationen ~g,~1,~2,...
*q~q = (qeFeqeF)

» g1 G g~eq und YaeX :6(q,a) ~ 0(q’,a)

Esgilt @QxQ2~p 2~ 2~ 2....

Da Q endlich ist, gibt es ein k > 0 mit ~; = ~y,1.

Wir zeigen, dass ~, die gewiinschte Relation ~ 4 ist.
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Beispiel

° QxQ={(gs,5), (g5, 1), -, (g3,g3) }.

o ~o=1{(9s,4s),(gs,91), (g1, 9s), (a5, 42), (92, ), (q1, q1)
(91,92),(92,91), (92, G2) } U {(q3,93) }-

o ~1={(9s,95), (35, 92), (92, 95), (92, g2) } U {(q1,91) } v { (g3, 93)}.

@ ~py=~i=~g.

Sebastian Siebertz Automaten und formale Sprachen, Vorlesung 6 8/31



Berechnung der Aquivalenzrelation

Hilfsaussage

Fiir alle k > 0 gilt: g ~«x ¢’ genau dann, wenn fiir alle w € X* mit |w| < k:
wel(Ag) & wel(Ay).

Beweis per Induktion iiber |w]|.

o Induktionsanfang: Nach Def. von ~¢ gilt g ~g ¢’ genau dann, wenn
(qeFe=q' eF) o (cel(Ag) o cel(Ay)).

@ Induktionsschritt:
g~k+19 <= g~k q und Yae X :5(q,a) ~« 0(q’,a)
< VweX* mit|w|<k:wel(Ag) < wel(Ay) und
VaeX:VweX” mit |w[<k:wel(Asqa) < weL(Asq.a)
< VweXl* mit|w|<k+1l:wel(Ag) < wel(Ay).
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Berechnung der Aquivalenzrelation

@ Wir zeigen: wenn ~j = ~r,1, dann ~p=~ 4.

~A

~k

C ~pe

»qraq e firalleweX: wel(Ag) < wel(Ay).

» g~ q e fiiralle w e TF mit w| < k: we L(Ag) < wel(Ay).

» Also g~aq = g~k q',dh. ~4 S ~.

>

>

>

>

€ ~al

Angenommen ~¢ ¢ ~4.

Wihle q,q’ mit g~ q' und q 44 q'.

Es gibt also ein w e £* mit w e L(Ag) und w ¢ L(Ay).

Mit Hilfsaussage folgt q #, g’ fiir n = |w|.

Da ~ € ~; fiir alle i > 0 folgt q #« q’, ein Widerspruch.
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Der Quotientenautomat

o Der Quotientenautomat A = (Q,%,[gs]4,0, F) zu A= (Q, X, qs, 0, F) ist
definiert durch:

> @:={[gla|ge @}
» 0([q]a,a) :=[0(q,a)]a (reprasentantenunabhingig!)

» Fi={lqlalqeF}

2 a, b
0
E——E@——©
—_—

Quotientenbildung
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Der Quotientenautomat

Satz

A ist dquivalent zu A.

Beweis.

o Es folgt leicht per Induktion iiber |w]|:

S

6([gs]asw) = [6(gs, w)] 4 fiir alle w e X*. (*)
@ Nun gilt: A
wel(A) < 0o(qs,w)eF
< [6(gs,w)]aeF (Def. F)
& dlalaw)eF (+)
< wel(A).
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Der Quotientenautomat

@ Fiir einen DEA A bezeichnet A,eq den reduzierten Automaten, den wir aus A
durch Eliminieren unerreichbarer Zustande und nachfolgendes Bilden des
Quotientenautomaten erhalten.

@ A4 kann nicht weiter vereinfacht werden.
o Wir werden zeigen, dass Areq der kleinste DEA ist, der L(.A) akzeptiert.

o Um dies zu zeigen werden wir die Nerode-Rechtskongruenz verwenden, die
auch von unabhangigem Interesse ist.

» Charakterisierung der regularen Sprachen ohne Automaten.
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Die Nerode-Rechtskongruenz

Definition Nerode-Rechtskongruenz

Es sei L € ¥* eine Sprache. Fiir u,v € ¥* definieren wir:

uyyveVweX* tuwel & vwel.

Beispiel: L = b*a*

e~ b Vw:iewel < wel
< web*a”
< bweb*a*
< bwel
@ c#,a: ebel, aberab¢l

@ Beachte: aus u~; v folgt, dass ue L= vel.
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Eigenschaften der Nerode-Rechtskongruenz

Lemma: Eigenschaften der Nerode-Rechtskongruenz
1) =~ ist eine Aquivalenzrelation.

2) ~, ist eine Rechtskongruenz, d.h. zusatzlich zu 1) gilt:
Uz v=>VYweXl®uw~ vw.
3) L ist disjunkte Vereinigung von ~;-Klassen:

L= tJueL[u]L

wobei [u]L :={v | u=~ v}.

4) lIst L= L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl der Zustande von A groBer

oder gleich dem Index (Zahl der Aquivalenzklassen) von =;.
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Eigenschaften der Nerode-Rechtskongruenz

1) folgt aus der Definition von ~;, da die Relation ,,<>" reflexiv, transitiv und
symmetrisch ist.

2) Damit uw ~; vw gilt, muss fiir alle w' € X* gelten:
uww’ € L < vww' € L. (*)

Wegen ww' € X* folgt () aus u ~; v.
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Eigenschaften der Nerode-Rechtskongruenz

3) Dafiir zeigen wir, dass fiir alle v e * gilt:

vel gdw. VEUUEL[U]L'

,="" Wenn v € L, dann ist [v]; in der Vereinigung rechts; zudem
gilt v elv],.
,<=" Sei v e[u] firein uel.

Wegen ¢ € L* folgt aus u=u-c €L und v~; uauch
v=v-ce€l.
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Eigenschaften der Nerode-Rechtskongruenz

4) Essei A=(Q,%,qs,9,F) ein DEA mit L= L(A).
Wir zeigen: §(gs, u) = 8(gs, v) impliziert u =~ v:
Vwiuwel <  6(qs,uw)eF
< 0(8(gs,u),w)eF
< §(8(gs,v),w) e F
< 0(gs,vw)€eF
<~

vw e L.

Also folgt aus u ¢, v, dass 6(qs, u) # 6(gs,v). Damit gibt es mindestens so
viele Zustinde wie ~;-Klassen (Schubfachprinzip).
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Beispiel (Fortsetzung)

o L=>b*a".
@ ~; hat drei Klassen:
> [e]L=b"

» [a]L = b*aa”

+ [ab]. = (a+ b)*ab(a + b)*
@ Esist L=[e] ula]L (vgl. Lemma, Punkt 3)
e und X* \ L =[ab];.
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Der kanonische Automat

@ Wenn L nur endlich viele Aquivalenzklassen hat, kdnnen wir diese als
Zustande eines kanonischen Automaten fiir L verwenden.

Definition Kanonischer DEA

Sei L € ¥* eine Sprache, so dass ~; endlichen Index hat.
Der kanonische DEA A; = (Q, X, gs, 9, F) zu L ist definiert durch:

o Q:={[u]L|ueXx"}

° gs:=[e]L

@ 6([u]L,a):=[ua]. (reprdsentantenunabhingig!)
o F:={[u] |uel}.

@ A; hat nach nach Punkt 4 des Lemmas eine minimale Anzahl von Zustanden:

es gibt keinen DEA, der L(A;) akzeptiert und weniger Zusténde hat.
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Beispiel (Fortgesetzt)

o L=b*a".
@ ~; hat drei Klassen:
> [e]L=b"

» [a]L = b*aa®
> [ab].=(a+b)*ab(a+b)*

@ Der kanonische Automat:
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Der kanonische Automat

Satz
Hat ~; endlichen Index, so ist A, ein DEA mit L =L(Aj). J

Beweis.

o Es gilt:

L(AL) = {u|3(qs,u) € F}

= {u|3([e]r,u) € F} (Def. g)
={u|[u]LeF} (wegen 6([]L, u) = [u]L)
={u|uel} (Def. F)

= L.
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Charakterisierung von reguldren Sprachen

Satz von Myhill und Nerode

Eine Sprache L ist reguldr genau dann, wenn ~; endlichen Index hat.

= » Wenn L reguldr, dann gibt es DEA A mit L(A) = L.

» Zustandszahl ist endlich und mit unserem Lemma, Punkt 4) groRer oder gleich
dem Index von =, , also ist auch der endlich.

= > Ergibt sich unmittelbar aus obigem Satz, da A, DEA ist, der L akzeptiert.
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Anwendung

Beispiel:

Die Sprache L= {a"b" | n >0} ist nicht regular:

o Fiir n# m gilt: a" ¢, a™, denn

a"b" e L, aber a"b" ¢ L.

@ Also hat ~; unendlichen Index.

Also ist L nach Satz von Myhill und Nerode nicht regulér.
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Der reduzierte Automat ist minimal

Satz (Minimalitat des reduzierten DEA)

Sei A ein DEA. Dann hat jeder DEA, der L(.A) erkennt, mindestens so viele
Zustande wie der reduzierte DEA A,eq.

Beweis.
© Sei A=(Q.%. 45,0, F) und Areg = (Q. %, [9:]4. 0, F).
o Wir zeigen |Q| < | =~ |.
@ Dann ist A;eq nach unserem Lemma, Punkt 4) minimal.

o Dafiir: definiere injektive Abbildung , die jedem Zustand aus Q eine
Aquivalenzklasse von ~; zuordnet.
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Der reduzierte Automat ist minimal

o Sei[qlac@.

@ g ist in A von gs aus erreichbar mit einem Wort wg (Def. von Aq).

o Setze m([q]a) = [wg]L.
o m ist injektiv:
> Seien [q]a,[pla € @ mit [q]4 # [p]a.
» Dann gilt g £.4 p und es gibt w € ¥* so dass nicht
5(qg,w) e F <= b(p,w)eF.
> Nach Wahl von w, und wy gilt dann aber auch nicht
5(gs, wgw) € F < 6(gs, wpw) € F,

> also auch nicht
wgw € L < ww e L.

» Es folgt wq #1 wp, also m([g]a) # 7([p]a), wie gewiinscht.
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Der reduzierte Automat

@ Es ist also sowohl der reduzierte Automat als auch der kanonische Automat
von minimaler GroRe.

o Wir zeigen, dass sie sogar identisch bis auf Zustandsumbenennung sind.

Definition: Isomorphie von DEAs

Zwei DEAs A=(Q,X,qs,0,F) und A" = (Q', X, q.,8’, F") sind isomorph
(geschrieben A ~ A") g.d.w. es eine Bijektion 7: Q@ - Q' gibt mit:

o m(gs) = qg,

o n(F)={n(q)|geF}=F und

o 7(d(g,a)) =46 (m(q),a) firalle ge Q, aeX.
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Isomorphie

Lemma
A= A" = L(A)=L(A) J

Beweis siehe Skript.
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Isomorphie kanonischer DEA und reduzierter DEA

Satz (Isomorphie kanonischer DEA und reduzierter DEA)

Es sei L eine reguldre Sprache und A ein DEA mit L(.A) = L. Dann gilt: der
reduzierte Automat A,eq ist isomorph zum kanonischen Automaten A, .

Beweisidee:
o Sei Area = (Q, %, [gs]4,0,F) und A; = (Q', X, qL, 0", F").

@ Dain A,cq alle Zustidnde erreichbar sind existiert wieder fiir jedes [g]4 € @’
ein wy € X* mit

Sl([qS]Av wq) = [q]a-

o Definiere m([q]a) := [wq]1.

@ Zeige, dass dies ein Isomorphismus ist (siehe Skript).
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Folgerungen

o Der reduzierte Automat A4 ist unabhingig vom urspr. DEA A:
» wenn L(A) = L(B) =L, dann Aeq ~ Bred,
> denn aus Ayeq ~ AL = Breq folgt Ared = Bred-
o Fiir jede reguldre Sprache L gibt es einen eindeutigen minimalen DEA:

» wenn L(A) = L(B) =L und A und B minimale Zustandszahl unter allen DEAs
haben, die L akzeptieren, dann A ~ B,

> denn dann enthalten A und B weder unerreichbare noch dquivalente Zustinde
und der jeweilige reduzierte Automat ist identisch zum urspriinglichen
Automaten.

» Damit gilt A = Ayeqd = AL = Byeg = B, also auch A ~ B.
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Folgerungen

Korollar
Es seien A und A’ DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A") < Areq = A/

red"

@ Im Prinzip liefert das Korollar eine Methode, um fiir zwei Automaten zu
entscheiden, ob sie dieselbe Sprache akzeptieren:

» konstruiere die reduzierten Automaten und
> teste, ob sie isomorph sind.

@ Da wir allerdings keinen Polynomialzeitalgorithmus fiir das
Isomorphieproblem kennen, ist diese Methode nicht optimal.
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