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Grammatiken

@ Grammatiken sind neben Automaten und reguldren Ausdriicken ein weiteres
Mittel, um formale Sprachen zu definieren:

> Wir beginnen mit einem Startsymbol.

> Regeln erlauben es, wiederholt (Teil-)Worter durch andere Worter zu ersetzen.
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Beispiel

@ Startsymbol: S
@ Regeln:
1) S —> aSh
2) S—¢

o Eine mdgliche Ableitung eines Wortes ist:

S LN aSh LN aaSbb LN aaaSbbb 2, aaabbb

@ Symbol S: nichtterminales Symbol

@ Wir sind nur an erzeugten Wortern interessiert, die keine nichtterminalen
Symbole enthalten: Terminalwérter.

@ Die erzeugte Sprache: {a"b" : n > 0}

Sebastian Siebertz Automaten und formale Sprachen, Vorlesung 8 3/19



Grammatiken

Definition Grammatik
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, X, P, S), wobei
@ N und X endliche, disjunkte Alphabete von Nichtterminalsymbolen bzw.
Terminalsymbolen sind,
@ S e N das Startsymbol ist,

@ Pc(NUX)*x(NuX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln
(Produktionen) ist.

@ Wir schreiben Produktionen (u,v) € P gewdhnlich als u — v.

@ Wir schreiben Elemente von N mit GroBbuchstaben und Elemente von ¥ mit
Kleinbuchstaben.
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Beispiel

o Folgendes Tupel ist eine Grammatik: G = (N, X, P,S) mit

- N = {5 B}

- X = {ab,c}

- P = {5 — aSBc,
S — abc,
cB — Be,
bB — bb}
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Ableitbarkeit, erzeugte Sprache

Definition Ableitbarkeit, erzeugte Sprache
Sei G = (N,X,P,S) eine Grammatik und x,y Worter aus (NuX)*.

1) y aus x direkt ableitbar:
Xty < x=xuxpund y=x3vxp mit u — veP und xi,x0€ (NUX)

*

2) y aus x in n Schritten ableitbar:
XFEY e XrgX1hg kg Xno1 gy fir xi, ..., xpc1 € (NUX)*

3) y aus x ableitbar:
XFgy <= xrgyfireinn>0

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G):={weX*|Sri w}.
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Beispiel

@ Ableitungen in der Grammatik G = (N, X, P,S) mit

- N = {5 B}

- X = {ab,c}

- P = {S — aSBc,
S — abc,
cB — Be,
bB — bb}:

» S+¢ abc

» S+¢ aSBc ¢ aaSBcBc ¢ aaabcBcBc ¢ aaabBccBce % aaabBBccc -2
aaabbbccc

o L(G)={a"b"c"|n>1}.

o Beweis: Nichste Woche
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Die Chomsky-Hierarchy

Definition Chomsky-Hierarchy
Essei G=(N,%,P,S) eine Grammatik.

o Jede Grammatik G ist Grammatik vom Typ 0.

e G ist Grammatik vom Typ 1 (monoton), falls alle Regeln nicht verkiirzend
sind, also die Form w — u haben wobei w,u e (XU N)* und |u| > |w|.
Ausnahme: Die Regel S — ¢ ist erlaubt, wenn S in keiner Produktion auf
der rechten Seite vorkommt.

e G ist Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls alle Regeln die Form A — w
haben mit Ae N,w e (X u N)*.

o G ist Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls alle Regeln die Form
A —> uB oder A— u haben mit A,Be N, ueX*.
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Kontextfrei versus kontextsensitiv

o Typ 2 heiBt kontextfrei, weil in kontextfreien Regeln
A—w

die linke Seite nur aus Nichterminalsymbol A besteht.
o Ersetzung daher unabhangig vom Kontext im Wort.

o Grammatiken der Typen 0 und 1 erlauben Regeln

U Aup — Wi,

o Ersetzung von A durch w abhingig vom Kontext uy links und uy rechts.
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Beispiele

S — aSb J

S—¢

Typ 2 (kontextfrei)

S — aSBc

S — abc
S—asS cB — Bc
S— bS bB — bb
S — abB
B —s 2B Typ 1 (monoton)
B — bB
B—¢ )

Typ 3 (rechtslinear)
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Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie

Definition Sprachklassen

Fir i =0,1,2,3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als

L;:={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

o Jede Typ 3 Grammatik ist auch eine Typ 2 Grammatik.
o Jede Typ 1 Grammatik ist auch eine Typ 0 Grammatik.

@ Typ 2 und Typ 3 Grammatiken erlauben das Verkiirzen des abgeleiteten
Wortes, sie sind also nicht immer Typ 1 Grammatiken!

o Spater: Jede Typ-2-Grammatik kann in dquivalente Typ-1 Grammatik
umgewandelt werden.
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Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie

@ Also bilden die Sprachtypen eine Hierarchie.

@ Diese ist sogar strikt.

Satz
[,3C£2C[,1C£0 J

@ Nach Definition der Grammatiktypen gilt £3 € £, und £; € L.
@ Die Inklusion £; ¢ £; werden wir spater zeigen.

@ Auch die Striktheit der Inklusionen werden wir erst spater beweisen.
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Rechtslinear = regular

Satz: Typ 3 = regular
Die Typ-3-Sprachen sind genau die reguldren Sprachen, d. h.:

L3 ={L| L ist regulér}

Beweis.
@ Zeige: Jede Typ-3-Sprache ist regular.
@ Zeige: Jede regulére Sprache ist eine Typ-3-Sprache.
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Jede Typ-3-Sprache ist regular.

@ Sei Le L3, d.h. L=L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P,S).
@ Erinnerung:
» Jede Regel hat die Form A — uB oder A— u fiir AABe N,ueX”.
o Es gilt wy--w, € L(G) (fiir w; € £*) g.d.w. es gibt eine Ableitung
S=ByrcwiBirgcwiwsBr ¢ ... (*)
FeWi...Who1Booi g W ... Wy w,,.

@ Nichtterminale verhalten sich wie Zustande eines Automaten
(zu jedem Zeitpunkt genau eines).

@ Produktionen verhalten sich wie Wortiiberginge.
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Jede Typ-3-Sprache ist regular.

@ Wir konstruieren NEA mit Wortiibergdngen
A=(Nu{Q},X,5 A, {Q}), wobei
» Q¢ N akzeptierender Zustand ist und
s A={(Aw,B)|A— wBeP}U{(Aw,Q)|A— weP)}.
o Nun gilt wy...w, € L(G) < es gibt Ableitung
S=ByrgwiBi g wiwseBo ¢ ...
e Wp.. Whpo1Bro1 g wr .o wsiwy,.

@ Dies ist genau dann der Fall, wenn im Automaten ein Lauf existiert

S B B, Q.
e Also L(A) = L(G).
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Beispiel

Die Grammatik
P={5S—
5 —_—>
S _—
B _—
B e

B —

as,
bS,
abB,
aB,
bB,
e}

liefert den folgenden NEA mit Wortiibergingen:

Sebastian Siebertz

a, b a, b
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Jede reguldre Sprache ist Typ-3-Sprache

Sei L =L(A) fiir einen NEA A= (Q,X,qs, A, F).
Definiere Typ-3-Grammatik G = (N, X, P,S):

N = Q S = gs
P = {p—aq|(p,a,q)eA} u {p—c|peF}

o Ein Lauf in A der Form
ay az as an
s —q1—>q2——> " —>(n
mit g, € F entspricht nun genau einer Ableitung

ds -G a1q1 =G dia2q2 G ... G a1...anqn FG a1 ...an.

Also L(A) = L(G).
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Beispiel

Der NEA

gs

a, b

a, b

liefert die Grammatik mit den rechtslinearen Produktionen

P = {qs
qS
s
qi
q2
q2
qz

aqs,
bgs,
aqu,
bga,
aqge,
bqg,
e}
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Zusammenfassung und Ausblick

Heute:

@ Definition: Grammatiken

o Chomsky-Hierarchy fiir Grammatiken.

@ Typ-3 Grammatiken beschreiben reguldre Sprachen.
Nachste Woche:

o Erste Beweise fiir Striktheit der Chomsky-Hierarchie
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