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Wiederholung Grammatiken

Definition Grammatik
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, X, P, S), wobei
@ N und X endliche, disjunkte Alphabete von Nichtterminalsymbolen bzw.
Terminalsymbolen sind,
@ S e N das Startsymbol ist,

@ Pc(NUX)*x(NuX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln
(Produktionen) ist.

@ Wir schreiben Produktionen (u,v) € P gewdhnlich als u — v.

@ Wir schreiben Elemente von N mit GroBbuchstaben und Elemente von ¥ mit
Kleinbuchstaben.
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Ableitbarkeit, erzeugte Sprache

Definition Ableitbarkeit, erzeugte Sprache
Sei G = (N,X,P,S) eine Grammatik und x,y Worter aus (NuX)*.

1) y aus x direkt ableitbar:
Xty < x=xuxpund y=x3vxp mit u — veP und xi,x0€ (NUX)

*

2) y aus x in n Schritten ableitbar:
XFEY S XrgX1hg kg Xnm1 gy fir xi, ..., xpc1 € (NUX)*

3) y aus x ableitbar:
XFgy <= xrgyfireinn>0

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G):={weX*|Sri w}.
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Die Chomsky-Hierarchy

Definition Chomsky-Hierarchy
Essei G=(N,X,P,S) eine Grammatik.

Typ 0 Jede Grammatik G

Typ 1 | monoton Falls alle Regeln in G nicht verkiirzend sind, also
die Form w — u haben wobei w,u e (X u N)*
und |u] > |w]|

Typ 2 | kontextfrei Falls alle Regeln in G die Form A — w haben
mit Ae N,we (ZuN)*

Typ 3 | rechtslinear Falls alle Regeln in G die Form A — uB oder

A — u haben mit A,Be N, ueX”.
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Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie

Definition Sprachklassen

Fiir i =0,1,2,3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als

L;:={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

Beobachtung:
o Jede Typ 3 Grammatik ist auch eine Typ 2 Grammatik. (£3 € £5)
o Jede Typ 1 Grammatik ist auch eine Typ 0 Grammatik. (£1 € £o)

@ Typ 2 und Typ 3 Grammatiken erlauben das Verkiirzen des abgeleiteten
Wortes, sie sind also nicht immer Typ 1 Grammatiken!

o Heute: Jede Typ-2-Grammatik kann in dquivalente Typ-1 Grammatik
umgewandelt werden.
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Sprachklassen der Chomsky-Hierarchie

Wir werden zeigen: Die Sprachtypen bilden eine strikte Hierarchie.

Satz: Chomsky-Hierarchie
Es gilt LzcLycLycLy.

@ Nach Definition der Grammatiktypen gilt £3 € £, und £; € L.

@ Die Inklusion £; ¢ £; werden wir spater zeigen.

@ Auch die Striktheit der Inklusionen werden wir teilweise heute beweisen.
Satz: Typ 3 = regular
Die Typ-3-Sprachen sind genau die reguldren Sprachen, d. h.:

L3 ={L| L ist regular}
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Regular vs. kontextfrei

Satz
£3 C,Cz. J

o Nach Definition der Grammatiktypen gilt £3 ¢ £,.

@ Die Inklusion ist strikt, denn die kontextfreie Grammatik

S — aSb

S—c¢
erzeugt L ={a"b" : n>0}.

o L ist nicht regular, also nicht Typ 3.
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Weiteres Beispiel kontextfrei und regular

L={a"b™| n+ m}.
o Kontextfreie Grammatik G = (N ={S,A,B},X ={a,b},P,S):
P = {§ —aA, S — Bb,

A— aAb, B — aBb,

A — aA, B — Bb,

A— e, B—c¢}

Arzwe{a bl = w=a"b" mitn>m,

Brizwe{ab}* = w=a"h" mit n<m,

Also SrF¢ we{a b}* =

> w=aa"b™ mit n> m oder

»w=a"b"bmitn<m,d h. L(G)={a"b" | n+ m}.
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Vereinfachung kontextfreier Grammatiken

Terminierende und erreichbare Symbole; reduzierte Grammatik
Essei G=(N,X,P,S) eine kontextfreie Grammatik.

1) Ae N heiRt terminierend, falls es ein w € ©* gibt mit Arz w.
2) Ae N heit erreichbar, falls es u,v e (X u N)* gibt mit S +¢ uAv.

3) G heilt reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Zwei Grammatiken heien dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.
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Terminierende Symbole

Lemma

Fiir jede kontextfreie Grammatik G = (N, X, P,S) ist die Menge der
terminierenden Symbole (in polynomieller Zeit) berechenbar.

Beweis.
Erinnerung: A € N heiRt terminierend, falls es ein w € X* gibt mit A+¢ w.

@ Wir definieren

» Ti:={AeN|IweX :A—weP}

» Tir:=Tiu{AeN|Iwe(ZuT)":A— weP}
@ Esgilt T;cToc--cN.
e Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ty = Tyy1 = |J T
@ Behauptung: Ty, = {Ae N| A ist terminierend}. =

» Beweis per Induktion (siehe Skript).
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Beispiel

e Sei G=({S,A,B,C},{a,b,c},P,S) die Grammatik mit
P={ S— A|aCbBa,
A — aBAc,
B — Cab,
C—AB|aa }.

@ TIZ{C} g TZZ{CvB} g: T3:{CvB7S} = T4-

o Esist also A das einzige nichtterminierende Symbol.
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Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken

Definition: Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken
o Gegeben: kontextfreie Grammatik G.
o Frage: gilt L(G) =27

Satz

Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken in polynomieller Zeit
entscheidbar.

Beweis.
e Esgilt [(G)#@ <« 3JweX*:Sriw <« S ist terminierend.

@ Unsere Konstruktion zum Berechnen der terminierenden Symbole kann in
polynomieller Zeit ausgefiihrt werden.
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Erreichbare Symbole

Lemma

Fiir jede kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S) ist die Menge der erreichbaren
Nichtterminalsymbole (polynomieller Zeit) berechenbar.

Beweis.
Erinnerung: A € N heit erreichbar, falls es u,v e (X U N)* gibt mit S ¢ uAv.

@ Wir definieren

> Eo={S}

» Eiv1:= EEU{A| 3B ¢ E; mit Regel B — u1Aus € P}.
@ Esgilt Epc EycEyc---C .
e Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ex = Exy1 und damit E, = | J E;.
@ Behauptung: E, = {Ae N | A ist erreichbar}. =

» Beweis per Induktion (siehe Skript).
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Beispiel

@ Sei G=(N,X,P,S) die Grammatik mit

P={ S—aS|SB|SS]|e,

A—ASB| C,
B — Cb, }
o £p={S} ¢ E={S$B} ¢ E={5BC} = E

@ Es ist also A das einzige unerreichbare Symbol.
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Reduzierte kontextfreie Grammatik

Korollar

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # @ kann in

(polynomieller Zeit) eine dquivalente reduzierte kontextfreie Grammatik
konstruiert werden.

e Eine Grammatik G mit L(G) = @& kann niemals reduziert sein, da
» jede Grammatik ein Startsymbol S haben muss und
> S in G nicht terminierend sein kann.
Beweis des Korollars:
@ Eliminiere erst die nichtterminierenden, dann die unerreichbaren Symbole.

» Das Eliminieren der nichtterminierenden Symbole kann neue unerreichbare
Symbole erzeugen,

» aber nicht umgekehrt.
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Chomsky-Normalform

Definition
Eine kontextfreie Grammatik (N, X, P,S) ist in Chomsky-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln die folgende Form haben:

e A—aoderA— BCmit AB,CeN, aeX

@ S — ¢ ist erlaubt, wenn es keine Regeln A — BC mit S € {B, C} gibt.

Beobachtungen:

o Wir werden zeigen: jede kontextfreie Grammatik l3sst sich in
Chomsky-Normalform umwandeln.

o Esfolgt: Lo c L;.

@ Die Chomsky-Normalform ist Basis fiir effiziente Lésung des Wortproblems
fiir kontextfreie Grammatiken.

Sebastian Siebertz Automaten und formale Sprachen, Vorlesung 9 16/37



Chomsky-Normalform

Definition
Eine kontextfreie Grammatik (N, X, P,S) ist in Chomsky-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln die folgende Form haben:

@ A—aoder A— BC mit A,B,CeN, aeX

@ S —> ¢ ist erlaubt, wenn es keine Regeln A — BC mit S € {B, C} gibt.

Vorgehen zum erstellen der CNF:

© Aufheben der Mischung von Terminalen und Nichtterminalen auf den rechten
Seiten von Produktionen. [— separierte Grammatiken]

@ Aufbrechen langer Worter auf den rechten Seiten von Produktionen.
@ Eliminieren von Regeln der Form A — ¢ (e-Regeln).

@ Eliminieren von Regeln der Form A — B (Kettenregeln).
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Separierte Grammatik

Definition

Eine kontextfreie Grammatik (N, X, P, S) heiBt separiert, wenn alle
Ableitungsregeln die folgende Form haben:

o A—cfir AeN,
e A—afirAechlN,acX
e A— N*firAe N

Lemma

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich umformen in eine dquivalente separierte
kontextfreie Grammatik.
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Separierte Grammatik

Beweis.

@ Sei (N,X,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Wir konstruieren eine
aquivalente separierte Grammatik (N, X, P’ S) wie folgt.

@ Fiihre fiir jedes a € X ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion
X, — aein.

o Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ N* alle Terminalsymbole a
durch die zugehérigen X,.

e Offensichtlich gilt L(G) = L(G’).
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Beispiel

e Sei G=({S,A, B,C},{a,b},P,S) die kontextfreie Grammatik mit

P = {S—aS|SS|bA|A,

A — BB,
B — CC | aAbC,
C—e}

o Aquivalente separierte Grammatik G’ = {S, A, B, C, X,, X}, {a, b}, P',S")

mit

P ={ S— X,S|SS| XpA|A,

A— BB,
B — CC | X,AX,C,
C—c¢,
Xa— a,
Xp — b}.
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Aufbrechen langer Worter

Lemma

Jede separierte kontextfreie Grammatik ldsst sich umformen in eine dquivalente
Grammatik, die nur Regeln der folgenden Form enthalt:

o A—c¢fiirAeN

e A— afirAeN, aeXx
e A— B fir A, Be N

e A— BC fir A,B,CeN

Beweis.

Wir ersetzen alle Produktionen A — B;y---B, fiir n > 2 durch

A—>B;[C1, C1—>BQC2, ey C,,_2—>Bn_18,,

wobei die C; jeweils neue Symbole sind.
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Beispiel fortgesetzt

@ Wir ersetzen die Regeln

P ={ S— X,S|SS5| XpA|A,
A — BB,
B — CC | X,AX,C,
C —e¢g,
X; — a,
Xp —> b} durch
P" ={ S— X,5| 55| XpA|A,
A — BB,
B— CC| X,Gy,
G — AG,
C2—>XbC,
C—ce¢,
Xs— a,
Xb—>b}
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Eliminieren von e-Regeln

Definition
Eine kontextfreie Grammatik (N, X, P,S) heiBt e-frei, falls gilt:
1) A—c ¢ Pfir Ae N\ {S}.

2) Falls S — € P, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Lemma

Jede kontextfreie Grammatik lasst sich umformen (in polynomieller Zeit) in eine
aquivalente e-freie kontextfreie Grammatik.
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Eliminieren von e-Regeln

Beweis.
e Wir finden zundchst alle Ae N mit Ary e:
» Np:={AeN|A—cecP}
> Nipp:=Nju{AeN|A— By--B, € P mit By,...,B, e N;}
o Es gibt ein k mit Ny = Nyy1 = [JN;.

i>1
o Behauptung: N, = {A| A+{ e}

» Beweis per Induktion (siehe Skript).
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Fortsetzung Eliminieren von e-Regeln

o Entferne alle Regeln A — ¢.

Fiige fiir alle Regeln
A — u1BrupBpuini

mit By, ..., B, € N und vy, ..., Use1 € (XU NN Ni)*die Regeln
A — u1 U2 UpBrlin1

hinzu fiir alle 81 € {By,e},..., B, € {Bn,e} mit u1S1tz - UpBplns1 # €.
Falls e ¢ L(G) — fertig.
Sonst fiige neues Startsymbol Sy und die Produktionen

> 50—>Sund

» Sp —> € ein.
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Beispiel fortgesetzt

o Fiir die Regeln

P" ={ §— X,S|SS5| XpA| A,

A — BB,

B — CC | X,(Cq,

G — AG,

G — XpC,

C —z¢,

Xa—’a,

Xb—>b}

finde zunéchst alle Ae N mit A-¢ e:

o Ni={C}gNo={B,C}¢N3={A,B,C} ¢ Ny ={A,B,C,S5} = Ns.
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Beispiel fortgesetzt

o Entferne alle Regeln A — ¢ (Ae N).

P ={ S— X,5|SS | XpA| A,
A— BB,
B— CC| X,C1,
G — AG,
G — XpC,
C —zg¢,
X; — a,

Xb—>b}
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Beispiel fortgesetzt

o Fiige fiir alle Regeln A — uyBy---u,Bnu,y1 mit
Bi,...,ByeNgund uy,... us1 € (ZUNN N)* die Regeln

A — u1Brun-upfBpting
hinzu fiir alle 81 € {By,e},..., B, € {Bn,e} mit u1 1tz UpBplns1 # €.

P ={ §—X,S|SS|XpA|A| Xs| S| X,
A— BB | B,
B— CC| X,G1 | C,
G — AG | &,
C2—>XbC|Xb,
Xa—>a,Xb—>b}

Ny = {S,A,B,C}.
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Beispiel fortgesetzt

e Esgilt e € L(G), also fiige neues Startsymbol Sy und die Produktionen
» So — S und

» So —> ¢ ein.

P ={ S—5|¢
S—XoS|SS| XA | A| X, | S| Xo,
A— BB | B,

B— CC| X,C | C,
C1—>AC2|C2,

G — XpC | Xp,
Xa—>a,Xb—>b}
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Korollar

Korollar
Es gilt £5 ¢ L;.

Beweis.

o Jede e-freie kontextfreie Grammatik ist eine Typ-1-Grammatik, da keine der
verbleibenden Regeln verkiirzend ist.

@ Ausnahme: S — ¢, wobei dann S aber wie auch bei Typ 1 gefordert auf
keiner rechten Regelseite auftritt.
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Elimination von Kettenregeln

Lemma

Jede kontextfreie Grammatik lasst sich umformen (in polynomieller Zeit) in eine
aquivalente kontextfreie Grammatik, die keine Kettenregeln enthilt.

Beweis.
@ Bestimme die Relation K := {(A,B) | A+¢ B}:
© Ko = {(AA) | AcN)
» K1 = Ki U {(AB)eNxN | 3(AB)eK: B — BeP).
o Es gibt ein k mit K (A) = Ki+1(A).
@ Behauptung: Ky = K

» Beweis per Induktion (siehe Skript).
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Elimination von Kettenregeln fortgesetzt

o Entferne alle Kettenregeln.

o Fiige fiir jede verbleibende Regel B — w und jedes (A, B) € K auch
A — w hinzu:

PP={A—w : (AB)eK, B—weP und w¢N}
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Beispiel fortgesetzt

o Fiir die Regeln

P ={ Sp—5|¢
S—X,S|SS| XoA|A|Xa | S| Xo,
A—s BB | B,
B— CC | X,C1 | C,
C1—>AC2|C2,
C2—>XbC|Xb,
X;— a, X, — b}

berechne K:

» K1~ Ko ={(%,5),(S,A),(5,X.),(5,Xp), (A, B),(B,C),(C1, G2),(Co, Xp) }
> Ko\ Ki = {(SovA)v (507X3)7 (So,Xb), (57 B)? (Av C)7 (Clvxb)}'
e K3 A Kz = {(50, B), (S, C)}, K4 N K3 = {(So, C)}, K_r, = K4 =K.
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Beispiel fortgesetzt

o Entferne alle Kettenregeln.

P ={ Sp—5|¢
S—XaS|SS| XeA| A| Xs | S| Xo,
A—> BB | B,

B— CC| X,G1 | C,
C1—>AC2|C2,
C2—>XbC|Xb,
Xs— a, X — b}
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Elimination von Kettenregeln fortgesetzt

o Fiige fiir jede verbleibende Regel B — w und jedes (A, B) € K auch
A — w hinzu

P ={ Sg— e | Xa5 | SS | XpA,
S— X,S5|SS| XA,
A—> BB,
B — CC | X,(y,
Cl —>AC2,
G — XpC,
Xs— a, X, — b}

o KN Ko={(5,5),(5,A),(5,X,),(5,X%),(A,B),(B,C),(C1, &),
(C27Xb)a(507A)7(50aXa)a(507Xb)?(57 B),(A,C),(Cl,Xb),(So,B),
(5, C),(So, C)}
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Elimination von Kettenregeln fortgesetzt

o Fiige fiir jede verbleibende Regel B — w und jedes (A, B) € K auch
A — w hinzu

P ={ So—sc|X.S|SS|XsA| BB |CC|XaC1|a|b,
S—X,S|SS| X,A|BB|CC|X.Cy|alb,
A— BB | CC | X,Cy,

B — CC | X,Cy,
C1—>AC2|XbC|b,
C2—>XbC|b,
Xs— a, X, — b}

o KN Ko={(5,5),(5,A),(5,X,),(5,X%),(A,B),(B,C),(C1, &),
(C27Xb)a(507A)7(50aXa)a(507Xb)?(57 B)’(A7C)7(C17Xb)’(5078)'
(:;, (:)7 (fio, (:) }'
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Chomsky-Normalform

Definition
Eine kontextfreie Grammatik (N, X, P,S) ist in Chomsky-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln die folgende Form haben:

@ A—aoder A— BC mit A,B,CeN, aeXx

@ S — ¢ ist erlaubt, wenn es keine Regeln A - BC mit S € {B, C} gibt.

Satz

Jede kontextfreie Grammatik |dsst sich umformen in eine dquivalente Grammatik
in Chomsky-Normalform.

@ Das Herstellen der Chomsky-Normalform wie im Beweis kann dazu fiihren,
dass Nichtterminale tberfliissig werden.

@ Dies verstoBt nicht gegen die Chomsky-Normalform. Wir kénnen die
entstandene Grammatik nochmals reduzieren ohne die Chomsky-Normalform
zu verletzen.
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