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Aufzeichnung der Vorlesung

Diese Vorlesung wird aufgezeichnet und live gestreamt.

» Aufzeichnungen nur der Lehrenden durch sich selbst.

» Bei Riickfragen aus dem Auditorium und Diskussion bitte deutlich
anzeigen, falls das Mikro stumm geschaltet werden soll.
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Organisatorisches

Aufgaben zur Klausurvorbereitung:
> separates Blatt mit Aufgaben zur Klausurvorbereitung

seit Montag im StudIP verfiigbar

>
» Aufgaben decken Stoff der gesamten Vorlesung ab
» Musterlésungen zum Ende der Vorlesungszeit

>

Keine Abgabe bzw. Korrektur!
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Wiederholung: Dynamische Programmierung (DP)

Designprinzip (Paradigma) fiir den Entwurf von effizienten Algorithmen
» Andere Paradigmen: Greedy, Divide-and-Conquer, Brute-Force

Designprinzip: Dynamische Programmierung
» Teile Probleminstanz in kleinere Teilprobleme auf.
» Lose kleine Teilprobleme durch erschépfende Suche.

> Lose groBere (Teil)probleme mit Hilfe von Lésungen fiir kleinere
Teilprobleme.

» Speichere Teilldsungen um mehrfache Berechung zu vermeiden.

— zentraler Unterschied zu Divide-and-Conquer



Wiederholung: Fibonacci-Folge via Divide-and-Conquer

1
2
3

[

Fibonacci-Folge:
Die Fibonacci-Folge fi, >, f3, . .. ist die unendliche Folge von
natlirlichen Zahlen, die durch das rekursive Bildungsgesetz
» f,=1fhp_1+ fao flirn>2
mit den Anfangswerten
» f=1und h=1
definiert ist.

Fibonacci mit Divide-and-Conquer

Function Fib(n):
if n <2 then
|_ return 1

else
|_ return Fib(n — 1) + Fib(n—2)

Universitat
lU ' Bremen 5/32



Wiederholung: Fibonacci-Folge via Divide-and-Conquer

Fibonacci mit Divide-and-Conquer

1 Function Fib(n):
2 if n <2 then

3 | return 1
4 else
5 |_ return Fib(n — 1) + Fib(n —2)

Laufzeit (Anzahl Funktionsaufrufe):
> T(1)=T() =1
> T(n)=1+T(n—1)+ T(n—-2).
> T(n =% [(3%5)" - (55)"] =145 1627
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Wiederholung: Dynamische Programmierung (DP)

Vermeide mehrfache Berechnung gleicher Funktionswerte durch
Speichern bereits berechneter Werte:

» Verwende DP-Tabelle M um Zwischenergebnisse zu speichern.
Fibonacci:
M][i] := Zwischenergebnis f;
» Berechne und speichere zunichst die Basisfille.

Fibonacci:
M[l=new array; M[1]=1; M[2]=1;

» Berechne den Rest der Tabelle entweder rekursiv (Memoization)
oder iterativ (Tabularization).

» GroBter Eintrag der DP-Tabelle enthalt am Ende das
Gesamtergebnis (Fibonacci: M([n]).



Wiederholung: Memoization

Entwurfsprinzip Memoization:

» Rekursives Programm
» Speichere die Lésungen der Teilprobleme

» Teste bei Funktionsaufruf zunachst, ob der Wert der Funktion
bereits berechnet wurde und gebe im positiven Fall den
gespeicherten Wert zuriick. Sonst setze die Rekursion zur
Berechnung fort.

Fibonacci mit Memoization

1 Initialisiere Array M[-] und setze M[1] := 1 und M[2] :=1

2 Function Fib(n):
3 if M[n] undefiniert then
4 | Min] :==Fib(n—1) + Fib(n—2)

5 return M[n]
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Wiederholung: Tabularization

Entwurfsprinzip Tabularization:
» Iteratives Programm

» Berechne bottom-up die Werte der Teillésungen und speichere sie
in einer Tabelle. Wenn ein Teilproblem gelést werden soll sind
bereits die bendtigten Teilldsungen berechnet.

Fibonacci mit Tabularization

1 Initialisiere Array M[-] und setze M[1] :=1 und M[2] =1

2 Function Fib(n):
3 fori=3,...,ndo
4 | M[i] = M[i — 1]+ M[i — 2]

return M[n]

(%]
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Wiederholung: Dynamische Programmierung

Y

Wir betrachten eine Reihe von Beispiel-Problemen

Dabei benutzen wir Tabularization, d.h., wir erstellen eine
DP-Tabelle und berechnen alle Eintrage

Beachte: Haufig brauchen wir Tabellen mit Dimension 2 oder 3
Schwierigkeit: Welche Teilergebnisse sollen in der Tabelle
gespeichert werden?

In der Tabelle berechnen wir zunachst Basisfélle. Die anderen
Eintrage werden sukzessive aus den “vorherigen” Eintragen
berechnet
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Das (ganzzahlige)
Rucksackproblem



Das Rucksackproblem (Knapsack Problem)

Gegeben: Rucksack mit Gewichtsschranke B € N (budget)
Menge | = {1,...,n} von Gegenstanden mit
» Gewicht w; € N, i € | (weight)
» Wert/Profit v; € N, i € I (value)
Gesucht: Teilmenge K C / sodass > ;cx w; < B und >y vi

maximal.
‘
‘

‘ Quelle: Wikipedia
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Ein Greedy Algorithmus

1. Entferne alle Gegensténde, die nicht passen (w; > B).
2. Indiziere Gegenstande absteigend nach Dichte d; = %,
3. Fori=1,...,ndo

Fiige Gegenstand dem Rucksack hinzu, wenn er passt.

Beispiel mit Rucksackkapazitit B = 6 und Gegenstidnden nach Dichte
absteigend sortiert (w;, v;): (1,1),(14,7),(9,4),(7,3),(5,2)

» Greedy Algorithmus ist optimal fir die fraktionale Variante (VL 4)
» Greedy Algorithmus nicht optimal fiir die ganzzahlige Variante

» Greedy Algorithmus beliebig schlecht
Beispiel: (1,1), (B, B — ¢) fiir ein kleines € > 0
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DP-Tabelle fur das Rucksack Problem

DP-Tabelle (Teilprobleme):
Sei M[i, b] der Wert der optimalen Rucksacklésung aus Gegenstanden
in {1,2,...,i} fur Kapazitat b.

Basisfalle:
M[i,0] = 0, Viel
MI0, b] =0, be{l,2,...,B}
Wie kann man M[i, b] rekursiv berechnen? (aus Teilldsungen)
1. Fall Wenn i nicht in Lésung zu M([i, b] enthalten, dann
M[i, b] = M[i — 1, b].
2. Fall Wenn i in Lésung enthalten (nur moglich wenn w; < b),
dann M[i,b] = vi + M[i — 1,b — w;].
Welcher Fall? Max Wert!

M[i, b] = max{M[i —1,b],v; + M[i —1,b — w;]}
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Dynamische Programmierung (DP) fiir Knapsack

Knapsack Algorithmus (DP)

Input : n Gegenstinde mit Gewicht w; und Wert v;, B Kapazitat vom
Rucksack
Output : Wert einer optimalen Losung

1 Initialisiere Array M[-,-] mit Dimension n x B

2 Setze M[i,0] =0 Vie{l,...,n}

3 Setze MJ0, b] =0 vbe {1,2,...,B}

4 fori=1,...,ndo

5 for b=1,2,...,B do

6 if w; < b then

7 | M[i, b] == max{M[i — 1,b],v; + M[i = 1,b — wj]}
8 else

9 | Mli,b] == M[i —1,b]

10 return M|n, B]
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Analyse

Der DP-Algorithmus findet eine optimale Rucksacklosung mit Laufzeit
O(n- B).

Dieser Algorithmus lauft nicht in polynomieller Zeit, da die
Kodierungslange der Zahl B in Binardarstellung 1 + log B ist.

— Pseudopolynomielle Laufzeit
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Berechnung der eigentlichen Losung

» Nach Ausfiihrung des DP enthalt M[n, B] den optimalen
Zielfunktionswert.

» Wie kann aus der DP-Tabelle M die zugehorige Losung
S C{1,...,n} berechnet werden?

Rekonstruktion der Losung aus  via Backtracking

1 i=nund b =8B

2S=0

3 while /i > 0 do

4 if M[i, b] # M[i — 1, b] then
5 S=Su{i}

6 \\i::i—lundb::b—w,-

7 else

|_i::i—1
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Levenshtein Distanz fiir Strings



Strings

Sei ¥ eine endliche Menge. Ein String (Wort) tber X ist eine Folge
we X"

Beispiel:
» ¥ ={a,b,c,...,x,y,2}
» w =Dbittes

In vielen Anwendungen wollen dir die Distanz zwischen Strings

bestimmen.

Beispiel:
» Rechtschreibpriifung
» Korrekturvorschlage (engl.): buttes, bitted, bitts, bites,
bitters, bitten, bitter, ...
» Wir geben korrekt geschriebene Woérter aus, die moglichst kleine
Distanz zu w haben
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Levenshtein Distanz fiir Strings

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Distanz zwischen zwei Wortern

ZU messen.

Wir betrachten die Levenshtein Distanz.

Elementare Operationen:
» Einen Buchstaben an beliebiger Stelle einfiigen
(z.B. bittes — Dbitters)
» Einen Buchstaben an beliebiger Stelle l6schen
(z.B. bittes — bites)
» Einen Buchstaben an beliebiger Stelle ersetzen
(z.B. bittes — buttes)

18/32
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Levenshtein Distanz fiir Strings

Seien x,y € X* zwei Strings. Die Levenshtein Distanz lev(x, y) ist die
minimale Anzahl an elementaren Operationen, um x in y zu Gberfiihren.

Bsp: lev(sunday, saturday) = 3

n — n

unday
R
aturday

Wir kénnen die Levenshtein Distanz von zwei Strings x,y € ¥* mit
dynamischer Programmierung berechnen.
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DP-Tabelle fur die Levenshtein Distanz

Sei x =x1x2...Xp and y = y1y»...Ym Wobei x;,y; € .

DP-Tabelle (Teilprobleme):
Sei M[i,j] == lev(xy...xi,y1...y;) die Levenshtein Distanz zwischen
den Teilwortern xi...x; und yp...y;.

Basisfalle:

M[i,0] =i, Vie{l,...,n}
I\/I[O,j]:j, Vje{l,...,m}

Wie kann man M[i,j] rekursiv berechnen? (aus Teillésungen)
1. Fall Der Buchstabe x; wird geléscht. Dann ist
Mli,jl =1+ M[i —1,]].
2. Fall Der Buchstabe y; wird eingefiigt. Dann ist
Mli,jl =1+ M[i,j —1].



DP-Tabelle fur die Levenshtein Distanz

Wie kann man M([i, j] rekursiv berechnen? (aus Teilldsungen)
3. Fall Beide Buchstaben bleiben erhalten. Dann ist

M[i,j] = M[i = 1,j — 1] + d(x;, y;)

wobei d(x;,y;) =0, falls x; = y;, und d(x;,y;) = 1 sonst.
Welcher Fall? Min Wert!

Mli,jl = min{1 + M[i — 1,/],1 4+ M[i,j — 1], M[i — 1,j — 1] + d(x;, ;) }

Universitat
lU' Bremen 21/32



DP fur Levenshtein Distanz

Levenshtein Distanz (DP)

Input : Zwei Strings x =x1...x, und y = y1 ... ¥nm
Output : lev(x, y)

1 Initialisiere Array M[-,] mit Dimension (n+ 1) X (m + 1)

2 Setze M[i,0] =i  Vie{l,...,n}

3 Setze M[0,j] = vjie{l,...,m}

4 fori=1,...,ndo

5 forj=1,...,mdo

6 if x; = y; then

7 | d=0

8 else

9 | d:=1

10 Mli,jl = min{l + M[i —1,j],1+ M[i,j —1],d + M[i — 1,j — 1]}

1

-

return M[n, m]
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Beispiel

x = sunday und y = saturday

/\/][.7 ]




Beispiel

x = sunday und y = saturday

/\/][.7 ]

2 =min{2 +1,3 +1,2 +0}



Beispiel

x = sunday und y = saturday

/\/][.7 ]

4 =min{3 +1,5 +1,4 +1}



Analyse

Der DP-Algorithmus berechnet die Levenshtein Distanz von zwei
Strings x, y in Zeit O(n- m), wobei n die Lange von x und m die Lange
von y ist.

Wie iiblich kénnen wir die elementaren Operationen, die x in y
tberfiihren, mit Backtracking berechnen.
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Kiirzeste Wege

zwischen allen Paaren von Knoten:
Floyd-Warshall Algorithmus



All-Pairs Shortest Paths Problem

» Finde kiirzesten Weg zwischen Knoten v und v fiir alle u,v € V.

» Wir konnten den Algorithmus von Bellman-Ford n mal anwenden
(jeden Knoten v € V einmal als Startknoten s): Laufzeit O(n’m).

» Besser: dynamische Programmierung
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Rekursion tuber Distanzen

Die Knotenmenge sei V' = {v1,vs,...,v,} (durchnummeriert).

Matrix Dy[i, j]: Lange eines kiirzesten v;-vj-Weges, der nur Zwischen-
knoten aus {v1,..., vk} benutzt, bzw. co falls kein solcher Weg
existiert.

Do[1,4] = 3
Di[1,4] =3
Do[1,4] = 2
Ds[1,4] =0
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Bellmann Gleichungen

Die Knotenmenge sei V = {vq,va,...,vp}.

Matrix Dyl[i, j]: Lange eines kiirzesten v;-vj-Weges, der nur Zwischen-

knoten aus {v1,..., vk} benutzt, bzw. co falls kein solcher Weg exist.

Bellman Gleichungen

Dyli,j] = min{Dx_1][i,j], Dx—1[i, k] + Dx—1[k, ]}

mit den Basisfallen
. c(vi,vj), firalle (vi,v;) € E
DO[’,_]] { ( J) ( J)

sonst.

Iterative Berechnung iiber Dynamisches Programm.
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Algorithmus von Floyd und Warshall

Floyd-Warshall Algorithmus

Input : gewichteter Digraph G = (V, E, ¢)
Output: fiir alle v;, v; € V die Distanz d(v;, vj)

1 Initialisiere Dq[i, j] == c(v;, vj), falls (v;, vj) € E, und Dg[i,j] == o0
sonst

2 fork=1,...,ndo

3 fori=1,...,ndo

4 forj=1,..., mdo

5 \\ I_ Dk[i,j] = min{Dk_l[i,j], Dk_l[i, k] aF Dk_l[k,j]}

6 return D,[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo

Fori=1,...,ndo
0 1 3 o) Forj=1,...,ndo
D 2 0 -1 -1 Dii, ] 4 min{Dx-i, j],
"l o 1 0 -1 Di—1i, k] + D1k, jl}
3 o oo 0 Return D[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

eeeee

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[’v./] A min{Dk—l[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

0 1 3 00
2 ol 1 -1
bo=1"o "1 0o 1
_3 oo oo 0
[0 1 3
Dy — 2 0
o0
|3
0 =min{l0,2 + 1}

eeeee

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[iuj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
r 7 sonst Dy[i, j]+ o0

0 1 3 o0
For k=1,...,ndo
Dy = 20 = -1 Fori=1,...,ndo
o 1 0 -1 For j=1,...,ndo
L 3 o0 o0 0 | Dk[’v./] ~ min{Dk—l[iaj]a
[0 1 3 oo ] Dye—1[i, k] + Di—1lk, jI}
_ Return D[]
Dy = 2 0 1
o0
L 3 -
-1 :min{-, 2 +3}
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E

0 1 3 T ;onsi(Do[li,j]eood
ork=1,...,ndo
Dy = 2 0 _1- Fori=1,...,ndo
oo 1 0 -1 For j=1,...,ndo
L 3 o0 o0 0 . Dk[’v./] — min{Dk—l[iuj]a
[0 1 3 0o | Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
) 0 1 -1 Return D[]
D; =
00
L 3 =

1 =min{{&1], 2 + o0}
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

0 1 3 00
Do — 2 0 -1 -1
"o mmo
| 3 oo oo 0
) 1 3 00
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Floyd-Warshall-Algorithmus
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
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For j=1,...,ndo
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel
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Floyd-Warshall-Algorithmus
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Do =

D, =
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Floyd-Warshall-Algorithmus
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Do =

D, =

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dkfl[iv.j]v

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

_ - Floyd-Warshall-Algorithmus
3 00

0 1
2 0 -1 -1 Init: Do[i,j](—C(V;, VJ), (V,', VJ) €E
Dy = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
|3 o oo 0 Fori=1,...,ndo
0 3 Forj=1,...,ndo

Dk[’v./] <~ min{Dk—l[ivj]a
Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
Return D,[]

D, =

AR O
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

- o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1 3
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
-1 3 00 Forj=1,...,ndo
Db 2 0 -1 -1 Dili, j] «= min{Dk—][i, j],
7l o 1 0 -1 Dy—1li, k] + Di—1[k, jI}
I 3 4 6 0 | Return D,,[]
m ) :
2 0 -1 -1
Dy, = 1
L 4 -
0 =min{l0, 1+ 2}
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Do =

D, =

D, =
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Floyd-Warshall-Algorithmus
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sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
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Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

- o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1 3
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 1 3 00 For j=1,...,ndo
D 2 0 -1 -1 Dyli, j] <= min{Dy_1[i, j],
1= - 1 0 -1 Dy—1li, k] + Di—1[k, jI}
I 3 4 6 0 | Return D,,[]
[0 1 0 |
2 0 -1 -1
D=3
L 4 -
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_ 3 o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
:3 > oo 0 - Fori=1,...,ndo
0 1 3 00 Forj=1,....,ndo
D o 2 0 —1 —1 Dk[’y_/] — min{Dkfl[ivj]a
17l o 1 -1 Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
3 4 6 0 Return D,[]
[0 1 0 0 |
2 0 -1 -1
Pr=13 1 10
L 4 -

0 =min{l0, 1 + -1}
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Do =

D, =

D, =

AR O, A PHEH O 8|—AO|—l

L3 = LL3

[
—_

-1 = min{-, 1+ -1}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]

29/32



Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

. Floyd-Warshall-Algorithmus

) 1 3 00
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 1 3 00 For j=1,...,ndo
D 2 0 _1 _1 Dk[’v./] <~ min{Dkfl[ivj]a
17l o 1 0 -1 Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
- 4 6 0 Return D,[]
) 1 0 ]
2 0 -1 -1
D=13 1 o 1
. 3 4 -
3 =min{3,4 + 2}
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0 1 3 00
2 0 -1 -1

bo=1 o 1 o .1
_3 oo oo 0
[0 1 3 oo
2 0 -1 -1

b=l 1 o -1
13 4 60
[0 1 0 0
2 0 -1 -1

=13 1 o 1
'3 4 3

3 =min{l6, 4+ -1}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Do =
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AR, O B HE O 8|—AO|—l

o w
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0 =min{l0, 4 + -1}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
_ - sonst Dy[i, j]+ o0

0 1 3 & For k=1,...,ndo
Dy = 2 0 -1 -1 Fori=1,...,ndo
oo 1 0 -1 For j=1,...,ndo
L 3 oo oo 0 ] Dy[i,j] < min{D_1[i, ],
B 0 1 0 0 T Dk—l[i7 k] + Dk—l[k7j]}
b _ 5 0 1 1 Return D[]
3 1 0 -1
| 3 4 3 0 |
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Do =

w w N o (.08 N O

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dkfl[iv.j]v

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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_ - Floyd-Warshall-Algorithmus
oo

0 1 3
2 0 -1 -1 Init: Do[i,j](—C(V;, VJ), (V,', VJ) €E
Dy = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
|3 o oo 0 Fori=1,...,ndo
1 i Forj=1,...,ndo
0 Dyli, j] <= min{Dy_1[i, jl,

Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
Return D,[]
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o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1 3
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
-1 0 0 For j=1,...,ndo
D 2 0 -1 -1 Dili, j] «= min{Dk—][i, j],
273 1 0 -1 Dy—1li, k] + Di—1[k, jI}
3 4 3 0 Return D,,[]
m :
-1
Ds=13 1 o =1
L 3 -
0 =min{l0, 0 + 3}
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0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 -0 0 Forj=1,....,ndo
D 2 0 -1 -1 Dili, j] <= min{Di_1]i, j],
273 1 0 -1 Dy—1li, k] + Di—1[k, jI}
3 4 0 Return D,[]
"o N :
-1
Ds=13 1 o -1
L 3 -
1 =min{fl, 0 + 1}
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0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 1 0 - For j=1,...,ndo
D o 2 0 —1 —1 Dk[’y_/] — min{Dkfl[ivj]a
2= 3 1 0 —1 Dk—l[i7 k]+Dk—1[k7./]}
3 4 3 0 Return D,[]
[0 1 —1 ]
-1
PBs=13 1 0o 1
L 3 -
1 =min{f0, 0 + —1}
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Do =
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0 1

2 0

oo 1
| 3 o0
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2o

3 1
| 3 4
[0 1

2

3 1

3 00
-1 -1
0 -1
o~ 0
0 0
-1 -1
0 -1
3 0
-1
-1
0 -1
3

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Do =
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D =

WNO WWwN O (.08 N O
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080
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o W o
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3

0 =min{l0, -1 +1}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
:3 > oo 0 - Fori=1,...,ndo
0 1 0 0 Forj=1,....,ndo
D2 _ 2 0 —1 - Dk[’vJ] — min{Dkfl[.ivj]a
3 1 0 -1 Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
3 4 3 0 Return D,[]
0 1 0 1]
2 0 -1 =2
Ds=13 1 o -1
L 3 -
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0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 o oo 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 1 0 0 For j=1,...,ndo
D 2 0 -1 -1 Di[i, j] <= min{Dk—1[i, jl,
2713 1 0 -1 Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
- 4 0 Return D,[]
) 1 —1 ]
2 0 -1 -2
Ds=13 1 o 1
L 3 3 -
3 =min{l8,3 + 3}
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_ 3 o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = ~ 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
3 . 0 For k=1,...,ndo
- - Fori=1,...,ndo
0 1 0 0 For j=1,...,ndo
D 2 0 -1 -1 Dk[’y_/] <~ min{Dkfl[ivj]a
273 1 0 -1 Di—1[i, k] + Di—1[k, j]}
I 3 - 3 0 | Return D,,[]
[0 1 —1 ]
2 0 -1 =2
Ds=13 1 o 1
| 3 4 3 |
4 =min{{4,3 + 1}
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Do =

D, =

D =

W WNNO WwN o wg N O

AR O, A PHFR O 8|—AO|—l

o w
8 =L

| ©
—_

o O
LLg

-1

0 =min{l0,3 + -1}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
_ - sonst Dy[i, j]+ o0

0 1 3 & For k=1,...,ndo
Dy = 2 0 -1 -1 Fori=1,...,ndo
oo 1 0 -1 For j=1,...,ndo
L 3 oo oo 0 ] Dy[i,j] < min{D_1[i, ],
B 0 1 0 -1 T Dk—l[i7 k] + Dk—l[k7j]}
b 5 0 1 9 Return D[]
3 1 0 -1
| 3 4 3 0 |
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Do =

Dy =

w w N o (.08 N O

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dkfl[iv.j]v

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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_ - Floyd-Warshall-Algorithmus
3 00

0 1
2 0 -1 -1 Init: Do[i,j](—C(V;, VJ), (V,', VJ) €E
Dy = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
|3 0 Fori=1,...,ndo
0 1 Forj=1,...,ndo
2 0 Dk[’v./] <~ min{Dk—l[iaj]a
3 1 Di—1[i, k] + Di—1lk, j1}

Return D,[]
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0 1 3 00

2 0 -1 -1

bo=1 o 1 o .1
_3 oo oo 0
o o

2 0 -1 -2
Ds=13 1 o 1
'3 4 3 0

[0 -1

)

D, = 1
'3 4 3 0

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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0 1 3 00

2 0 -1 -1

o=l 1 o -1
_3 oo oo 0

o mmo -1

2 0 -1 -2

Ds=13 1 o 1
'3 4 3 0

[0 1 -1

-2

Dy = -
'3 4 3 0

1 =min{fl, -1 + 4}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Do =

Ds; =
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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0 1 3 00

2 0 -1 -1

bo=1 o 1 o .1
_3 oo oo 0

) 1 0 -1

Mo 1 2

Ds=1"3""1 o 1
'3 4 3 0

) 1 0 -1

1 )

D, = 1
'3 4 3 0

1 =min{f2, -2 + 3}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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Do =

Ds; =
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]

29/32



Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

_ 3 o Floyd-Warshall-Algorithmus

0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
:3 > oo 0 - Fori=1,...,ndo
0 1 0 -1 Forj=1,...,ndo
D3 _ 2 0 - -2 Dk[’y_/] — min{Dkfl[.ivj]a
3 1 0 -1 Dy—1[i, k] + Di—1[k, j1}
3 4 3 0 Return D,[]
0 1 0 -1
1 0 -1 -2
Dy = 1
| 3 4 3 0 |
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0 1 3 00
2 0 -1 -1
bo=1 o 1 o .1
_3 oo oo 0
) 1 0 -1
p._|2 0 -1 -2
"B o
'3 4 3 0
) 1 0 -1
1 0 -1 -2
Ds=1 -1
'3 4 3 0

2 =min{l8, -1 + 3}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]
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0 1
2 0 -1 -1 Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
Do = o 1 0 1 sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
:3 > oo 0 - Fori=1,...,ndo
0 1 0 -1 Forj=1,...,ndo
Dr — 2 0 -1 =2 Dyli, j] <= min{Dy_1[i, jl,
T3 @wo -1 Di—1i, k] + Di—a [k, 1}
3 4 3 0 Return D,[]
[0 1 0 —1]
1 0 -1 -2
Di=1yo 4 -1
| 3 4 3 0
1 =min{fl, -1 + 4}
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0 1 3 00

2 0 -1 -1

bo=1 o 1 o .1
i 3 oo oo 0

) 1 0 -1

2 0 -1 -2

bDi=13 1
'3 4 3 0

) 1 0 -1

1 0 -1 -2

Da=1, 0 -1
'3 4 3 0

0 =min{l0, -1 + 3}

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo
Fori=1,...,ndo
For j=1,...,ndo

Dk[ivj] — min{Dk*I[ivj]a

Dy—1[i, k] + Di—1k,j]}
Return D[]

29/32



Algorithmus von Floyd und Warshall: Beispiel

Floyd-Warshall-Algorithmus

Init: Doli, j] < c(vi, v), (vi,v;) € E
sonst Dy[i, j]+ o0
For k=1,...,ndo

Fori=1,...,ndo
0 1 0 -1 Forj=1,...,ndo
D 1 0 -1 -2 Di[i, j] = min{Dy—1li, j],
712 1 0 -1 Di—1i, k] + Di—1lk, jI}
3 4 3 0 Return Dn[]
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Algorithmus von Floyd und Warshall

Wenn kein negativer Kreis existiert, dann berechnet der Algorithmus
von Floyd und Warshall die kiirzesten Wege-Distanzen zwischen allen
Paaren von Knoten in Laufzeit O(n®). Falls ein negativer Kreis
existiert, so terminiert der Algorithmus mit D,[v, v] < 0 fiir ein v € V.

Korrektheit: Beweis per Induktion unter Ausnutzung der Bellman
Gleichungen (Lemma tiber Teilwege).

Laufzeit: drei geschachtelte For-Schleifen.
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Zusammenfassung

Designprinzip Dynamische Programmierung (DP)
» Losung durch (rekursive) Aufteilung in kleinere Teilprobleme.
» Speichere Teillésungen um mehrfache Berechung zu vermeiden.
» Herzstiick eines DP: DP-Tabelle.
» Berechnung der DP-Tabelle via Tabularization oder Memoization.
>

Loésungen via Backtracking aus DP-Tabelle rekonstruieren.

Dynamische Programme fiir:
» Fibonacci-Folge,
» gewichtetes Interval Scheduling,
» Rucksackproblem,
» Levenshtein Distanz,
» All-Pairs Shortest Paths.
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