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7. Ubungsblatt zur Vorlesung
Technische Informatik 1

Aufgabe 1 (4 4+ 3 Punkte)

a) Sei B = (M,-,+,7) eine Boolesche Algebra. Zeigt durch ausschliefliche Anwendung der in der
Vorlesung vorgestellten Axiome (Kommutativitéit, Assoziativitit, Distributivitit, Absorption, Aus-
16schung), dass fiir B die folgenden Gesetze gelten:

a) 10e MVYm e M :m-0=0und m+0 =m sowie 31 € M,Vm € M : m-1 = m und
m+1=1

b) YmeM:m=m

c)VmneM :m-n=0undm+n=1=n=m
Schreibweise 1: ,3'm € M* heifst: ,es gibt genau ein Element m in der Menge M*“
Schreibweise 2: ,Vm € M* heifit: ,fiir alle Elemente m der Menge M*

Hinweis: Man darf bei den Teilaufgaben b) und c) davon ausgehen, dass der Beweis in a) erbracht
wurde.

b) Eine Menge M zusammen mit einer zweistelligen Verkniipfung o: M x M — M heift Gruppe, wenn
es ein Element e € M (neutrales Element) gibt mit den folgenden Eigenschaften:

VYmeM: moe=m=eom (1)

VmeM3ImteM:mom=e=m"lom (2)

Man zeige, dass fiir jede Boolesche Algebra B = (M, -, +,7) mit 0 # 1 die Menge M mit keiner der
beiden Verkniipfungen - und 4+ eine Gruppe bildet.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Zeigt oder widerlegt, dass das Tupel (B,,, -, +,”) mit

B = {f|f:B"— B} (Boolesche Funktionen in n Variablen)
YaeB", f,geB, : (f-9)(a)=f(a)Agla) (Konjunktion)

VYaeB", f,geB, : (f+g9)(a)=f(a)Vgla) (Disjunktion)

Yo e B?, febB, i fla)=1 < f(a)=0 (Negation)

eine Boolesche Algebra ist.

Hinweis: Es darf davon ausgegangen werden, dass (B, A, V, ) eine Boolesche Algebra ist.



Aufgabe 3 (1 + 1 Punkte)
Betrachtet die folgenden Mengen (n, m € Ny):

B,={f]f:B"— B}
Bom={f|f:B"—B"}

Berechnet die Kardinalitat dieser Mengen, d.h. ermittelt:
a) [Bnl
b) |Bn.m|

Aufgabe 4 (4 + 2 Punkte)

a) Zeigt, dass es fiir jede Boolesche Funktion f € B, eine Ringsummendarstellung gibt, die keine ne-
gativen Literale enthilt. Beweist dazu folgende Aussage: Jede Funktion f € B, lasst sich darstellen
als

m
f = '6_91 Lijq vv xili

mit

e Vi<i<m:(l=1Az; =1)V (Vl Shk<liix; e{r,... e ) N(JF#k = 2y ;éatik)),
d. h. ein Monom ist entweder die Konstante 1 oder besteht vollstindig aus positiven Literalen
und kein Literal kommt zweimal in einem Monom vor,

® Ty ... T F Ty .. STy fiir ¢ # j, d. h. jedes Monom darf maximal einmal auftreten.

b) Zeigt oder widerlegt: Die in obiger Gleichung angegebene Darstellung ist fiir jedes f € B,, eindeutig
(bis auf die Reihenfolge der Monome).

Notation: Analog zum Summensymbol ist &9_; definiert als 0.

Bemerkung: Die Ringsummendarstellung ist auch bekannt unter dem Namen Positive-Polarity-Reed-
Muller-Darstellung, die nach den amerikanischen Mathematikern Reed und Muller benannt ist. Zuvor
in den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts wurde diese Darstellung von dem russischen Mathematiker
Zhegalkin beschrieben und entsprechend Zhegalkin-Polynom genannt.

Zusatzaufgabe (Einzelbearbeitung; bis zu 10 Bonuspunkte)

Die Ringsummendarstellung aus Aufgabe 5) wird ,Positive Polarity Reed Muller“-Darstellung (PPRM)
genannt, weil zu jeder Variable x; nur das positive Literal x;, nicht aber das negative Literal z; in
der Darstellung einer Funktion vorkommt. Eine Erweiterung stellt die ,Fixed Polarity Reed Muller-
Darstellung (FPRM) dar. Hierbei wird fiir jede Variable x; separat gewihlt, ob jeweils nur das positive
Literal z; oder nur das negative Literal Z; zur Darstellung verwendet wird, aber nicht beide.

a) Gib analog zur Definition eines Ausdrucks in PPRM-Darstellung in Aufgabe 5 a) eine Definition
der FPRM-Darstellung an.

b) Gib einen Algorithmus zur Konvertierung eines FPRM-Ausdrucks in einen dquivalenten PPRM-
Ausdruck an. Begriinde dabei die Aquivalenz der Ein- und Ausgabe des Algorithmus.

c) Die Groke einer FPRM-Darstellung wird in der Anzahl der Monome gemessen (in der vorigen Auf-
gabe mit m bezeichnet). Die Wahl der Polaritét beeinflusst die Grofe sehr stark (vgl. die Funktion
f =71 ...T, in PPRM-Darstellung). Gib einen Algorithmus zur optimalen Wahl der Polaritéiten
fiir eine beliebige Boolesche Funktion an.

d) Beschrinkt man sich auf symmetrische Boolesche Funktionen, lisst sich die optimale Wahl in po-
lynomial vielen Schritten (in Abh#éngigkeit von n) treffen. Gib einen entsprechenden Algorithmus an.



Definition: Eine Boolesche Funktion f € B, heifit genau dann symmetrisch, wenn man ein Tupel
v = (vg,...,v,) € {0,1}""! finden kann, so dass

Y(aq,...,an) €{0,1}™,i€{0,1,...,n}: (|{j|1§j§n,o¢j:1}|:i) = flaq,...,qn) =v;

Der Funktionswert einer symmetrischen Funktion ist also nur von der Anzahl der Einsen im Argument,
nicht aber von deren Position abhéngig.

Abgabe: Gebt Eure (individuelle) Losung zu dieser Zusatzaufgabe bitte bis zum 29. Juni 2022 08:15 Uhr
per Mail an Christina ab.

Abgabe: bis Donnerstag, den 08.06.2023, 08:15 Uhr per e-Mail an den Tutor und Christina
Plump mit folgendem Betreff: [TI-Abgabe] <Tutorium> - <Gruppe>: Blatt <Blatt>



