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(Nicht-)Lineare Modelle

Cognitive Systems Lab

 Lineares statistisches Modell basieren auf der Grundannahme, dass ein
linearer Zusammenhang (eine ,geradlinige Beschaffenheit®) zwischen den
beobachteten Daten und bekannten Einflussvariablen (Merkmale) besteht

- Die Parameter des Modells sind linear Y, (X) =W, X+b,

» Beispiel: Lachse und Barsche lassen sich im 2D-Raum (Grol3e, Helligkeit)
durch eine Entscheidungsgerade fehlerfrei trennen ...

* ... Im 3D-Raum durch eine Ebene, im >3D-Raum durch eine Hyperebene
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Nochmal Einfuhrungsbeispiel T\ Aoverrhr—wesfibeees

« Lachse und Barsche im zweidimensionalen Merkmalsraum
— X4, ..., Xy ISt die Menge der Trainingssamples
(Lachse und Barsche in 2-dimensionaler Darstellung = Vektor Helligkeit, Lange)
— Zielwert: FUr K Klassen definieren wir fur jedes Eingabesample einen Vektor
mit K Komponenten, der angibt, zu welcher Klasse ein Sample gehort. Bei 2
Klassen und mit x; ein Sample aus Klasse 2 definieren wir t = (0, 1)'.

* Ein linearer Klassifikator ist gegeben durch die lineare Funktion
— y(X)=w'x+b. Mit Gewichtsvektor w und bias b

— Sample x (Fisch) wird der Klasse C, zugeordnet, falls y(x)=0, sonst Klasse C,
- R, R, "Entscheidungsregionen”
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Quelle: Bishop, Figure 4.1, Seite 182
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Linearer Klassifikator

Cognitive Systems Lab

* Der Merkmalsraum wird in zwei Klassen geteilt, die durch eine
Hyperebene mit der Gleichung w'x=0 separiert sind.

» Der skalare Parameter b bestimmt die Position der Hyperebene.
» Wenn es eine Hyperebene gibt,

die alle Eingabevektoren y >0 2
fehlerlos trennt, heiRen die v 0 R,
Klassen linear separierbar. / R

In der Praxis: oft nicht linear separierbar.

Quelle: Bishop, Figure 4.1, Seite 182
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Linearer Klassifikator = L T\ G rsiiupr

- Wie findetman  y, (X)=w, X+b,

« Zwei Verfahren, um die Parameter zu finden:
— Minimierung des quadratischen Fehlers (Least-Squares LS)
— Der Perzeptron-Algorithmus

« Minimierung des quadratischen Fehlers (LS):
— ldee: Fehlerfunktion fur die Klassifikation definieren, die sich analytisch

minimieren lasst. Der quadratische Fehler ist immer positiv, daher findet man

die lineare Funktion dadurch, dass man ableitet und Nullstelle sucht

— Also: Abstand der Datenpunkte zu Funktionswert ermitteln, quadrieren, und
die Parameter so wahlen, dass die Summe der quadrierten Abstande
moglichst gering wird 4

— Problem: korrekt klassifizierte Daten kbnnen
zur Schatzung einer Losung fiihren, die falsche
Klassifikationen ergibt (siehe Abbildungen) 0f

— Grine Trennungslinie ware gut, LS ergibt
aber violette Trennungslinie wegen der

2 L

(korrekt klassifizierten) Samples unten rechts! —
SVM, Perzeptron machen diesen Fehler nicht 6l @@0
0 0P
lLl_JJ’ Universitat Bremen Quelle: Bishop  -8¢




Bayes Entscheidungstheorie —

Motivation

Cognitive Systems Lab

* Beispiel

— Gegeben: Fisch mit Lange (Width) von 250cm und Helligkeit (Lightness)
— Gesucht: Klassenzugehaorigkeit (hier Lachs oder Seebarsch)

— Entscheidung auf Basis der Linearen Klassifikation (unten): Seebarsch
— Problem: Ein Seebarsch von 250cm??? Ist vielleicht eher ein Hai?

« LOsung: Statt ja/nein ist es oftmals besser, anzugeben wie sicher
ein Sample zu einer Klasse gehort = Wahrscheinlichkeit

« P(A=Seebarsch|B=250cm)

gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass es sich um die Klasse
~>eebarsch” handelt, gegeben
dass das Merkmal ,Width" den
Wert 250cm hat

* P(A|B) sprich
,P von A gegeben B*

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Bayes Theorem ﬂM&IS_ ((‘ESL

Cognitive Systems Lab

* P(A=Seebarsch|B=250cm) Wahrscheinlichkeit flr eine Klasse A
(Seebarsch) gegeben einen Merkmalsvektor B (z.B. Lange=250cm)

* P(A=Seebarsch|B=250cm) kann nicht direkt bestimmt werden

* P(A=Seebarsch|B=250cm) ist die A-Posteriori Wahrscheinlichkeit
(a-posteriori = man muss erst B=250cm beobachtet haben ... )

« Daher modellieren man tber Bayes Theorem:
P(B|A)-P(A)

P(A|B) = P B)

* P(B=250cm|A=Seebarsch) =
Wahrscheinlichkeit fur die Lange 250cm (Merkmal B) gegeben dass es
sich um einen Seebarsch (Klasse A) handelt

* P(A=Seebarsch) = A-priori Wahrscheinlichkeit flr Klasse Seebarsch

« P(B=250cm) = A-priori Wahrscheinlichkeit flr Fischlange 250cm
(a-priori = weil3d man schon VOR der Beobachtung)

lw’ Universitat Bremen
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Bayes in der Praxis

Cognitive Systems Lab

« Wenn nur die hdochste Wahrscheinlichkeit (beste Klasse) gesucht wird,

kann die Normalisierung P(B=b) weggelassen werden
— es wird fur denselben Fisch aka gleiches Merkmal B die beste Klasse A
gesucht)

o P(B=blA=a) - P(A=a)
argmax, P(4 = alf = b) =@ ey —prags

« Ohne Normalisierung sind die Wahrscheinlichkeiten stark korreliert

 Also keine echten Wahrscheinlichkeiten P mehr
(in einigen praktischen Anwendungen braucht man keine W-keiten)

Normalisiert | Nicht normalisiert

.l,'@’ Universitat Bremen
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Gaussklassifikator in a Nutshell =1l ((“'-SL

* Fur die Auswertung gemalfd Bayes brauchen wir p(x|C,) fur jede Klasse C,

» Gaussklassifikator modelliert die Verteilung von Datenpunkten mit Hilfe der
(mehrdimensionalen) Gaussverteilung oder Normalverteilung

 FUr jede Klasse von Samples werden die Parameter derjenigen
Gaussverteilung bestimmt, die die Lage der Trainingssamples im
Merkmalsraum (Featureraum) madglichst gut beschreibt.
— Es werden also fiir JEDE Klasse getrennte Verteilungen modelliert

* Die eigentliche Klassifikation basiert dann auf der Auswertung der
Dichtefunktion der Gaussverteilung.
— Es ergeben sich Entscheidungsregionen (missen nicht zusammenhangen)
— Siehe unten: Ein Sample x, das in Region R, fallt, wird als Klasse i klassifiziert.

p(X @, ) P((D;‘)

p(250cm|Barsch)
p(250cm|Lachs)
p(250cm|Hai)

Ll_JJ Univers :
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Warum Gaussverteilungen

Cognitive Systems Lab

* Aus Stochastik: zentraler Grenzwertsatz - die Summe vieler
unabhangiger Zufallsvariablen konvergiert gegen eine Gaussverteilung.

* Viele zufallige Prozesse, besonders mit gewissen Fehlern oder Toleranz
kann man gut mit einer Gaussverteilung modellieren.

 Beliebige Verteilungen lassen sich gut als Summe von
Gaussverteilungen darstellen (Gauss‘sche Mischverteilungen — GMM)

« Mathematisch sind Gaussverteilungen einfach

* Naturliche Prozesse oft sehr nahe an der
Gaussverteilung

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Cognitive Systems Lab

Gaussverteilung

FUr eine skalare Variable x hat die Gaussverteilung die folgende
Dichtefunktion:

N(x|u,0%) = exp{— 12 (X—ﬂ)z}
270" 20

Dabel ist y der Mittelwert
und o? die Varianz der Verteilung. Abbildung: y=0, 0°=1

0,5

o (21:)-”2.6-0.5‘)(2

0,4
Die Dichtefunktion ist ein £ 03
kontinuierliches Malf? fir 2
die ,Wahrscheinlichkeitsmasse®, 2 02
die auf einen bestimmten N
Punkt der x-Achse entfallt. ’

0—4 3 2 | 0 1 2 3 4

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Mehrdimensionale Gaussverteilun!

Cognitive Systems Lab

2-dimensional Gaussverteilung

* Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer D-dimensionalen

Gaussverteilung YR
N(X|,LI,Z)= %) _e (=) 27 (x-p0)
(222

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Gau SS kIaSSifI kator S - Cognitive Systems Lab

* Um einen Klassifikator basierend auf Gaussverteilungen zu definieren,
verwenden wir fur jede zu unterscheidende Klasse eine Gaussdichtefunktion.
— Seien also N(:|y; ,Z)) (i=1, ..., N) die Dichtefunktionen der Verteilungen der
Klassen C; (i=1, ..., N).
* Die Vertellungen werden also flr jede Klasse getrennt modelliert.

 Die Klassifikation basiert auf der Auswertung der Dichtefunktion
— FUr Eingabesample x wird flr jede Klasse der Dichtewert berechnet, d.h.
Yi=N(X|;,2)
— X wird derjenigen Klasse zugeordnet, fur die y,den hochsten Wert annimmt
— Beachte: Die Werte vy, stellen keine Wahrscheinlichkeiten dar (sie kdnnen sogar
viel grol3er als 1 sein).

« Hinweis: Im Prinzip geht diese Methode auch flir andere Verteilungen als
Gaussverteilungen.

« Dazu mussen die Gaussverteilungen fir jede Klasse trainiert werden
— Einfachste und gangigste Methode: Maximum-Likelihood (ML)-Abschatzung
— Verfahren: Expectation-Maximization-Algorithmus (EM-Algorithmus)

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Klassifizieren / A odlie) ((‘SL

» Beispiel fur Entscheidungsregionen bei einem Gauss-Klassifikator

« Es gibt drei Entscheidungsregionen, die nicht zusammenhangend
sein mussen.

p(X|£ﬂ_; ) PI::(:)_;)
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Cognitive Systems Lab

Klassifikation versus Regression

* Bei Klassifikation geht es um das Bestimmen der vorliegenden Klasse
— Beispiele: Klassen = Lachs oder Seebarsch

« Wenn sich die abhéangige Variable nicht in verschiedene Klassen

einteilen lasst, spricht man von Regression (spater)
— Beispiel: Vorhersage von Benzinverbrauch in Abhangigkeit der PS

« Auch bei der Regression verwendet man Trainingsdaten um den

Zusammenhang zu lernen: .
Benzin- ,ye

vethrauch
— Vorhersage flr unbekannte Daten

— Aber nicht fur bestimmten Klassen

PS

10 20 30 40 50 60

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Zusammenfassung

Cognitive Systems Lab

 EinfUhrung Klassifizierung
« Taxonomie der Ansatze in Mustererkennung
* Clustering

« Klassifikatoren
— nichtparametrische Verfahren
— lineare Klassifikatoren
— Bayes Entscheidungstheorie
— Gaussklassifikatoren

« Abgrenzung zur Regression

lLl_JJ’ Universitat Bremen
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Bremen Big Data Challenge 2023

| . ,, Bremen
Zeitraum: O1. bis 31. Marz 2023 hl!l
Datenanalyse-Wettbewerb Challenge

Nur Programmierkenntnisse naotig

Fur Studierende in Bremen und umzu

Teams mit bis zu 3 Personen

Geldpreise in Hohe von 1.500€

Sachpreise fur Mitglieder der ersten 30 Teams

A A A A M AN

I Anrechnung als Informatik-Seminar moglich !
(Losung im Seminar prasentieren, 6-Seiten schreiben, 3 ECTS)

. wg =m -
Universitat Bremen _SL

Cogpnitive Systems Lab

A
Zpp®



	Folie 1: Klassifizierung (11c)
	Folie 2
	Folie 3: (Nicht-)Lineare Modelle
	Folie 4: Nochmal Einführungsbeispiel
	Folie 5: Linearer Klassifikator
	Folie 6: Linearer Klassifikator
	Folie 7: Bayes Entscheidungstheorie – Motivation 
	Folie 8: Bayes Theorem
	Folie 9: Bayes in der Praxis
	Folie 10: Gaussklassifikator in a Nutshell
	Folie 11: Warum Gaussverteilungen
	Folie 12: Gaussverteilung
	Folie 13: Mehrdimensionale Gaussverteilung 
	Folie 14: Gaussklassifikator
	Folie 15: Klassifizieren
	Folie 16: Klassifikation versus Regression
	Folie 17: Zusammenfassung
	Folie 18

