Sensordatenverarbeitung

BAYES-FILTER (13B)
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Mehrere Messungen

 Z besteht aus mehreren Messungen Z; hintereinander. Z =

« Mehrere Sensoren, und / oder mehrere Zeitpunkte

* Messung sind natdrlich nicht unabhangig, weil die Wahrheit sie ja
gemeinsam beeinflusst.
» Aber sie sind unabhangig gegeben die Wahrheit.
— d.h. die Messfehler sind unabhangig
— pragmatische Annahme, stimmt nur bedingt

— Kausalitat von X->Z; geht unabhangig fur alle i
— grolter Vorteil, P(Z=z|X=x) auszurechnen

n
P(Z =z|X = x) = 1_[ P(Z; = z|X = x)
=1
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Mehrere Messungen m ((‘SL

n
PX=x|Z=2) « P(Z;=z]|X=x)P(X =x)
i=1
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Wahrheit x ist,
gegeben, dass wir gemessen haben,
was wir gemessen haben,
ISt proportional zum Produkt
der Wahrscheinlichkeiten im i-ten Sensor
das zu messen, was wir gemessen haben,
wenn die Wahrheit x ware,
mal der Wahrscheinlichkeilt,
dass die Wahrheit (a-priori) X ist.

Universitat
Bremen
Sensordatenverarbeitung WS24/25



Bayes-Schatzung Al MolS ((‘SL

X =argmaxP(X = x|Z = z)
X
n
= arg maxl_[ P(Z;=z]|X=x)P(X =x)
X =1

« Sensordatenverarbeitung (Sensorfusion) als Optimierungsproblem

» Bendtigt Modelle flr
— a-priori Verteilung (oft uniform)
— Wie wahrscheinlich ist es Z=z, zu messen, wenn die Wahrheit x wéare?
— meist Formel, was gemessen werden soll + Verteilung flr den Messfehler +
konkrete Zahl fiir Genauigkeit

 Verwirklicht probabilistischen Ansatz aus VL SdV-Paradigma
— wenn Optimierung Uber alle Sensoren und Messungen durchgefuhrt wird
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Beispiel Bayes-Schatzung

» Bei einem Gluckspiel wurfeln wir im
Becher verdecken und sollen tippen, ob
es eine 6 wird.

« Wir haben einen hochgradig illegalen
Sensor unter dem Tisch mit
nebenstehender Konfusionsmatrix:

» Der Sensor hat einen Wurf 4 mal
gemessen und zwar
— positiv, negativ, positiv, positiv.
» Modelliere nach der Bayes-Methode und
berechne die Bayes Schatzung!

N
n ositiv
X = arg maxl_[ P(Z;, = z;)|X =x)P(X = x) .

i=1 Sensor 1/3 2/3

negativ
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Beispiel Bayes-Schatzung ml& ((("-sL

» X € {sechs, n.sechs}
Z=(Zy,....2Zp),n =4,Z; € {pos,neg}

« Maximierung uber x

2 1 2 2 1 8

— X=sechs:=-=-=-=- ~
3 3 3 3 6
2 1

— X=n. sechs ———————— == —
3 3 3 6 486 X=
N\—
— =2 x"=n. sechs - sechs n. sechs

P(X X)

P(Z=z X=
| X=X) sechs n. sechs

z= pos

n
X = arg max PlZ: =z X=x)P(X =x
5 1_L=1 (Z: =z ) P( ) 1/3 2/3

Z=(positiv, negativ, positiv, positiv)
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Bayes-Filter

« Haufige Situation: Wahrheit andert sich Uber die Zeit (Zustand)
— Bsp. Position eines Fahrzeugs

« X = (Xq, ..., X7), X, ist Zustand zum Zeitpunkt t=1...T

* Messung Z,
— hangt nur von Zustand X, ab
— Bsp. GPS, Thermometer
- P(Zy = 2| Xy = x4, .. ) = P(Z¢ = 2| Xy = x¢)
— Markov-Annahme 1
» Meist zusatzlich Messung U, bzgl. Zustandsubergang t-1->t
— hangt von Zustand X, und vorherigem X, ab
— Bsp.: Raddrehsensoren, Inertialsensor
- P(Uy = uelXy = 0, Xeq = X1, ) = P(Up = el Xy = X0, X = X¢-1)
— Markov-Annahme 2

e/ = (le U11Z2l Uz, ...,ZT, UT)
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Bayes-Filter A MSIS ((‘SL

- Aquivalent: Modell, wie sich der Zustand verandert
— neuer Zustand hangt nur vom alten und Zustandsibergangsmessung ab
- P(Xy = x¢|Xeoq = %021, U = U, ) = P(Xp = x| Xeoq = 204, Up = uy,)
— geht auch ohne U, (U, = ())
— bsp. physikalische Gesetze

» Bayes-Filter schatzt inkrementell den aktuellen Zustand aus den
vergangenen Messungen

- X =argmaxP(X; = x|Z1 + = 21,4, Uyt = Uy )
X
— Der wahrscheinlichste momentane Zustand gegeben, dass wir gemessen

haben, was wir bisher gemessen haben.
— als mitlaufende Verarbeitung
— Jeden Zeitschritt Eingabe Z, und U, und Ausgabe X,
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Bayes-Filter A MOIS ((‘SL

* Indem es die Verteilung des aktuellen Zustandes einen Schritt
"weiterrechnet"

PXe =x¢|Z1 ¢ =216, Us¢ = Uq¢)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -

X z P(Xy = x¢|Xeq = %01, Uy = 1) -
xer PXp—1 = %4121 -1 =21 41, Uy -1 = Uqp—1)
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Bayes-Filter

Cognitive Systems Lab

PXt =x¢|Z1.t = 214, Ure = Upg)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -
X z P(Xt = x¢| X1 = 221, U = uy) -
xe-1 P(Xe—1 = %¢—11Z1 421 = 21 41, Urp—1 = Ugt-1)

Die Wahrscheinlichkeit eines momentanen Zustandes x;, gegeben, was
wir bisher gemessen haben, ist

 die Wahrscheinlichkeit flr den alten Zustand gegeben die damaligen
Messungen,

« mal der Wahrscheinlichkeit fir den neuen Zustand gegeben den alten
und die Zustandsiibergangsmessung

« mal der Wahrscheinlichkeit flr die neue Messung gegeben den neuen
Zustand,

 und das fur alle alten Zustande zusammengerechnet.
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Bayes-Filter

Cognitive Systems Lab

PX: =xtlZ1t =216 U1 = Upt)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -
X z P(Xt = x¢| X1 = 221, U = uy) -
xe-1 P(Xe—1 = Xe-1lZ16-1 = 21 4-1, U -1 = Ug t—1)

Die Wahrscheinlichkeit eines momentanen Zustandes x,, gegeben, was
wir bisher gemessen haben, ist

 die Wahrscheinlichkeit fur den alten Zustand gegeben die damaligen
Messungen,

« mal der Wahrscheinlichkeit fir den neuen Zustand gegeben den alten
und die Zustandsiibergangsmessung

« mal der Wahrscheinlichkeit flr die neue Messung gegeben den neuen
Zustand,

 und das fur alle alten Zustande zusammengerechnet.
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Bayes-Filter

Cognitive Systems Lab

PX: =xtlZ1t =216 U1 = Upt)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -
X z P(Xt = x¢| X1 = x21, U = uy) -
xe-1 P(Xe—1 = %¢—11Z1 421 = 21 41, Urp—1 = Ugt-1)

Die Wahrscheinlichkeit eines momentanen Zustandes x,, gegeben, was
wir bisher gemessen haben, ist

 die Wahrscheinlichkeit flr den alten Zustand gegeben die damaligen
Messungen,

« mal der Wahrscheinlichkeit fir den neuen Zustand gegeben den alten
und die Zustandsiibergangsmessung

« mal der Wahrscheinlichkeit flr die neue Messung gegeben den neuen
Zustand,

 und das fur alle alten Zustande zusammengerechnet.
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Bayes-Filter

Cognitive Systems Lab

PX: =xtlZ1t =216 U1 = Upt)
P(Z; = z¢|Xe = x¢) -
X z P(Xt = x¢| X1 = 221, U = uy) -
xe-1 P(Xe—1 = Xe-1lZ1. 621 = 20 4-1, U -1 = Ug t—1)

Die Wahrscheinlichkeit eines momentanen Zustandes x,, gegeben, was
wir bisher gemessen haben, ist

 die Wahrscheinlichkeit flr den alten Zustand gegeben die damaligen
Messungen,

« mal der Wahrscheinlichkeit fir den neuen Zustand gegeben den alten
und die Zustandsiibergangsmessung

« mal der Wahrscheinlichkeit flr die neue Messung gegeben den neuen
Zustand,

 und das fur alle alten Zustande zusammengerechnet.
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Bayes-Filter

Cognitive Systems Lab

PX: =xtlZ1t =216 U1 = Upt)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -
X Z P(Xt = x¢| X1 = 221, U = uy) -
vea PXeoqg = X212y 621 = 2041, U o1 = Ug t—1)

Die Wahrscheinlichkeit eines momentanen Zustandes x,, gegeben, was
wir bisher gemessen haben, ist

 die Wahrscheinlichkeit flr den alten Zustand gegeben die damaligen
Messungen,

« mal der Wahrscheinlichkeit fir den neuen Zustand gegeben den alten
und die Zustandsiibergangsmessung

« mal der Wahrscheinlichkeit flr die neue Messung gegeben den neuen
Zustand,

 und das fur alle alten Zustdnde zusammengerechnet.
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Bayes-Filter A MOIS ((‘SL

* Letztliche, alle Messungen miteinander malgenommen, wie beim Bayes-
Schatzer, aber
— das Schritt flr Schritt gemacht
— jeweils die alten Zustande aufsummiert

PXe =x¢|Z1 ¢ =216, Us¢ = Uq¢)
P(Zy = z¢| Xy = x¢) -

X z P(Xy = x¢|Xeq = %01, Uy = 1) -
xer PXp—1 = %4121 -1 =21 41, Uy -1 = Uqp—1)
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Beispiel Bayes-Filter

» Bei einem Gluckspiel wurfeln wir im
Becher verdecken und sollen tippen, ob
es eine 6 wird.

« Wir haben einen hochgradig illegalen
Sensor unter dem Tisch mit
nebenstehender Konfusionsmatrix:

* Der Sensor hat einen Wurf 4 mal

gemessen und zwar
— positiv, negativ, positiv, positiv.

» Modelliere als Bayes-Filter und berechne
Sensor 2/3
PXe =x¢|Z1 ¢ =214, Urr = Upp) positiv
P(Z; = z¢| Xy = x¢) -

“z p(Xt—xt|Xt 1_xt 11Ut_ut)' ¥ 1/3 213
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?7*\
Bayes-Beispiel \Q&X%

h
» X € {sechs, n.sechs} &/' @
T =4,Z; € {pos,neg} n. @ 1/2
e U, =() sechs

/Xfc\

/Z/
k -
Z=(positiv, negativ, positiv, positiv) sechs

PXy =x¢|Zyt = 214U e = uq ) 213
P(Z; = 7| Xy = x¢) - positiv
= 2 P(X; = x¢|Xi—q = x4, U = uy) - Sensor K] 2/3
xer P(Xpe1 = X112y 401 = 21,41, U1 6-1 = U1 ¢—1) negativ



P(X;=x | sechs
Xi.1=X¢.1) sechs

P(Xo=

P(X
2N Terme

2/18 2/ 18 2/54

sechs

5/6 0 5/18 5/18 0 10/54 n. O 1
sechs
X5)

P(X5= P(X4=
Terme  J %)) X,)

2/54 4/162 0 4/162  8/486 8/486
10/54 0 10/162 10/162 0 10/486 10/486

T
Z=(positiv, negativ, positiv, positiv) sechs
P(X; = x¢lZ1.t = 216Uyt = Ur) 213
P(Z, = z¢|X; = x;) - positiv
= z P(X; = x¢| X1 = x—1, Up = uy) - 1/3 2/3
X1 P(Xp—1 = xe-11Z1.t-1 = Z1.4-1, U101 = Uq.t—1) negativ




Zusammenfassung | =1 It lad (‘SL

n
X = arg maxl_[ P(Z;=z)|X=x)P(X =x)
X =1

Xt =argmaxP(Xy = x|Z1 ¢ = 214, Ure = Uqt)

X
PXe =x¢|Z1 ¢ =216, Use = Ui ¢)
P(Z; = z¢| Xy = x¢) -

= z P(Xt — xt|Xt_1 = Xt—1» Ut — ut) ’

xe—1 P(Xe—1 = X¢-11Z1.t-1 = 21.6-1, Ur.p—1 = Up 1)
» Bendtigt Modelle flr
— a-priori Verteilung (oft uniform)
— Modell fur Z; bzw. Z,
— meist Formel, was gemessen werden soll + Verteilung fur den Messfehler +
konkrete Zahl fir Genauigkeit
— gof. Modell fur die Zustandsubergangsmessung U,
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